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resumo 
 
 
O presente estudo procura compreender a rede de objectos (linguagem, 
conceitos, propriedades, procedimentos e argumentos) estabelecidos por 
alunos de uma turma do 12º ano de escolaridade, quando confrontados com 
problemas de probabilidade condicionada. Utilizou-se algumas ferramentas 
teóricas do enfoque “ontosemiótico” do conhecimento e do ensino da 
matemática para investigar o tipo de objectos e relações entre os mesmos, 
postos em jogo na resolução das situações-problema com que os alunos foram 
confrontados. 
 A escolha deste tema justifica-se pelo papel importante que a probabilidade 
condicionada tem no currículo do Ensino Secundário, pela sua utilidade na 
Estatística e até mesmo na vida quotidiana. Neste âmbito foram formuladas as 
seguintes questões de investigação: 1-Que relação estabelecem os alunos 
entre linguagem, conceitos, propriedades, procedimentos e argumentos que 
intervêm e emergem na resolução de problemas de probabilidade 
condicionada? 
 2-Que conflitos cognitivos foram suscitados na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
Dada a problemática em estudo, optou-se por uma metodologia de natureza 
qualitativa, com um desenho descritivo. 
O estudo desenvolveu-se com os 22 alunos de uma turma do 12º ano de 
escolaridade, de uma escola da cidade de Águeda. A recolha de dados 
efectuou-se em Novembro de 2010 e foi feita através de um teste escrito, 
aplicado imediatamente a seguir ao ensino do tema, de notas de campo 
elaboradas pela investigadora e dos registos escritos produzidos pelos 
participantes. 
Em termos de resultados obtidos, poder-se-á concluir que a probabilidade 
condicionada é um conceito difícil para os alunos, pela complexidade de 
elementos que engloba e que o aluno tem que relacionar, bem como pelos 
processos matemáticos implícitos. Observamos que a probabilidade 
condicionada está intimamente relacionada com erros comuns do aluno, tanto 
a nível do conceito, como de procedimentos e linguagem. 
As recomendações emergentes do estudo apontam para futuras investigações 
nesta área. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
keywords 
 
conditioned probability,secondary school, onto-semiotic approach. 
 
abstract 
 
The present study aims the understanding of the network of (language, 
concepts, properties, procedures and arguments) formulated by students of a 
12th grade class from a secondary school, when confronted with conditioned 
probability problems. We used theoretical tools based on an “onto-semiotic” 
approach for the mathematics knowledge and teaching in order to investigate 
the type of objects and relations among them; this was faced by the students in 
the situation of problem-solving. 
The choice of this subject is justified by the important role of the “conditioned 
probability” in the secondary school curriculum and by its usage in Statistics 
and in everyday life. In this context we focused in two investigation questions: 
1- What kind of relationship in established by the students among language, 
concepts, properties, procedures and arguments that emerge and are involved 
in problem-solving of conditioned probability?; 2- Which cognitive conflicts 
where raised in the problem-solving of conditioned probability? 
Once given the question of the study, we have opted for a qualitative 
methodology based on a descriptive design. 
The study was carried with 22 students of a 12th grade class, from a school in 
the city of Águeda. The data were collected in November 2010 as a result of a 
written test applied immediately after the teaching of conditioned probability, 
some field notes prepared by teacher as well as written notes taken by 
students. 
Regarding the results, we may conclude that the conditioned probability is a 
difficult concept for the students due to the complexity of elements it includes 
and that students have to connect besides the implicit mathematical 
procedures. We have concluded that conditioned probability is closely related 
to common mistakes made by the students, not only at the concept level but 
also at procedures and language level. 
The recommendations emerging from this study suggest further research in this 
area.  
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INTRODUÇÃO 
 
 Nesta secção preliminar, explicita-se a problemática do estudo, a pertinência do 
trabalho proposto e evidencia-se, de seguida, as questões e os objectivos de investigação 
e, como síntese final, faz-se uma abordagem à estrutura da dissertação. 
 
1. Motivação e pertinência da investigação 
 A teoria das probabilidades é actualmente um dos ramos mais frutíferos 
de Matemática, sendo a probabilidade condicionada um conceito importante da teoria 
das probabilidades. Este conceito está relacionado com o facto de em muitas situações 
em que se pretende calcular a probabilidade de um acontecimento já se dispor de alguma 
informação sobre o resultado dessa experiência, permitindo este conhecimento actualizar 
a atribuição de probabilidade a esse acontecimento. No campo profissional, e também no 
quotidiano, a teoria das probabilidades tem hoje uma grande utilidade permitindo tomar 
opções em situações de incerteza. É uma teoria amplamente baseada no raciocínio 
probabilístico. 
 Investigações realizadas no campo da Psicologia, em estudos sobre o raciocínio, 
bem como algumas pesquisas recentes no campo da Educação Matemática mostram a 
existência de concepções intuitivas erradas, raciocínios incorrectos e erros de 
compreensão e aplicação do presente conceito (Díaz & Fuente, 2005; Díaz, 2009). 
Segundo estas autoras, algumas dessas falhas encontram-se bastante enraizadas e um 
ensino formal do conceito pode não ser suficiente para as superar, é necessário que 
alunos e professores estejam conscientes destas dificuldades e aprendam a trabalhar os 
problemas de probabilidade condicionada com ferramentas adequadas.    
 Batanero, Fernandes e Contreras (2009), citando Diaz e Fuente (2005), consideram 
que “a compreensão e a correcta aplicação da probabilidade condicionada é fundamental 
na vida diária e nas aplicações da Estatística, pois ela permite alterar o nosso grau de 
crença acerca dos sucessos aleatórios à medida que adquirimos nova informação” (p. 11). 
 Actualmente, a investigação mostra que os alunos apresentam dificuldades 
ligadas à probabilidade, sobretudo no que se refere a situações que envolvem o conceito 
de probabilidade condicionada. De facto, ao longo da nossa prática de ensino, podemos 
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constatar que um dos factores que condiciona o desempenho dos alunos na 
compreensão deste conceito diz respeito à dificuldade em relacionar entre si conceitos e 
ideias quando estes são apresentados de forma implícita. Os problemas identificados 
tornam-se evidentes em situações de avaliação formal, com particular relevo para os 
exames nacionais de Matemática A do 12º Ano. 
 Ao nível do currículo nacional, a importância do conceito de probabilidade 
condicionada é reconhecida ao fazer parte dos programas de Matemática do Ensino 
Secundário (Ministério da Educação, 2002) e ao constar frequentemente em Exames 
Nacionais e Testes Intermédios de Matemática. No entanto, a importância que lhe é 
atribuída contrasta com a existência de grandes dificuldades na aquisição dos conceitos 
ligados à probabilidade condicionada, como têm vindo a demonstrar a investigação e o 
trabalho no terreno. 
 Actualmente (Ministério da Educação, 2007), em Portugal, no domínio de 
Probabilidades e Estatística, um aluno deve começar a desenvolver as primeiras 
competências no primeiro ciclo do Ensino Básico. No entanto, apenas no 9º ano e 
posteriormente no 12º ano (alunos de Matemática A) têm contacto com as 
probabilidades. O actual currículo considera que o tema das probabilidades fornece 
conceitos e métodos para estudar casos da incerteza e para efectuar previsões baseadas 
nessa incerteza sendo, também, uma boa oportunidade para a introdução de uma 
axiomática das probabilidades, permitindo que os alunos tenham uma melhor 
compreensão do que é uma actividade demonstrativa em Matemática. 
 O Ministério Educação (2002) propõe no subtema Introdução ao Cálculo de 
Probabilidades a seguinte indicação metodológica: “É importante incentivar o estudante, 
sempre que possível, a resolver os problemas por vários processos, discutindo cada um 
deles com o professor e com os restantes colegas de modo a poder apreciar cada uma 
das formas de abordar o problema. O professor deve solicitar, frequentemente, que 
descrevam com pormenor, oralmente e por escrito, os raciocínios efectuados” (p. 2). 
 O National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) recomenda igualmente o 
desenvolvimento deste conteúdo: “o estudo das probabilidades proporciona um 
 
3 
 
ambiente natural para os alunos estabelecerem conexões entre a Matemática e as outras 
disciplinas escolares e as suas experiências quotidianas” (NCTM, 2007, p. 52).  
 Como refere Batanero (2005), se queremos preparar os alunos para enfrentarem a 
tomada de decisões na vida quotidiana, é importante introduzir a probabilidade 
condicionada, base da concepção de probabilidade. A autora afirma, ainda, que o 
significado dos objectos matemáticos não pode ser reduzido à sua mera definição 
matemática quando estamos interessados no ensino e aprendizagem a partir deles. As 
várias situações-problema e os diferentes processos de resolução que utilizamos 
fornecem-nos as características dos conceitos que neles estão envolvidos de modo a 
ajudar a superar erros e dificuldades sentidas, que posteriormente devemos ter em conta 
no ensino de problemas de probabilidade. Esta concepção aparece implícitamente nas 
orientações curriculares e tem uma aplicação muito mais geral que os outros enfoques, 
nomeadamente, o frequencista, o clássico, etc. 
 Godino, Batanero e Font (2009) descrevem diferentes categorias dos objectos 
matemáticos que caracterizam os diferentes significados de probabilidade, bem como os 
processos matemáticos implícitos. Para estes autores, o ponto de partida do enfoque 
ontosemiótico (EOS) é a formulação de uma ontologia de objectos matemáticos que 
contemplem um triplo aspecto da matemática: como resolução de problemas, como 
linguagem simbólica e como sistema conceptual logicamente organizado. Tomando como 
noção primitiva a de situação-problema, definem-se os conceitos de prática, objecto 
(pessoal e institucional) e significado, com o objectivo de tornar visível e operativo, por 
um lado, o referido triplo carácter da matemática, e por outro, a génese pessoal e 
institucional do conhecimento matemático, assim como a sua mútua interdependência. 
 O que leva os alunos a chegarem ao fim da frequência deste nível de ensino com 
tais dificuldades?  
 Muitas vezes faz-se esta pergunta e as respostas encontradas não nos satisfazem. 
Na nossa prática de ensino vamos percebendo que os alunos, na sua grande maioria, 
apresentam dificuldades na compreensão e aplicação do conceito de probabilidade 
condicionada. Essas dificuldades tendem a levá-los a uma deficiente apreensão das ideias 
veiculadas pelos problemas estudados em sala de aula, o que se reflecte no trabalho por 
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eles realizado, levando muitas vezes à desmotivação. Ainda, nós professores sentimos a 
mesma dificuldade na abordagem deste conceito, o que nos leva a apostar sobretudo na 
identificação de informação factual, apresentada nos problemas dos manuais de forma 
explícita em vez de apostarmos numa abordagem da compreensão dos problemas mais 
centrada na identificação de dificuldades e erros dos alunos.   
 Daí, o interesse cada vez maior de estudar o que se passa em sala de aula, 
tentando pôr em relação todos os conhecimentos ligados ao processo de ensino-
aprendizagem, com o próprio ambiente em que ocorre a aprendizagem.  
 Conscientes das dificuldades com que os alunos se deparam para assimilar os 
conceitos importantes desta temática, propusemo-nos realizar um estudo centrado nesta 
problemática, com o objectivo de descrever a actividade matemática e de analisar 
processos cognitivos presentes na resolução de problemas de probabilidade 
condicionada, identificando possíveis conflitos semióticos que condicionam toda a 
resolução do problema e que levam o aluno a encontrar uma solução inadequada.  
 
2. Problema, questões objectivos e de investigação 
 Problema 
 É propósito desta investigação analisar o objecto matemático “probabilidade 
condicionada” mostrando e descrevendo a rede de objectos (linguagem, conceitos, 
propriedades, procedimentos e argumentos) intervenientes e emergentes ligados ao 
referido conceito. 
 Com este trabalho utilizamos algumas noções baseadas no enfoque teórico 
denominado “ontosemiótico” (EOS). Pretende-se realizar, a priori, uma análise dos 
conhecimentos, tipos de objectos e relações entre os mesmos, postos em jogo na 
resolução correcta das questões propostas (configuração epistémica ou institucional de 
referência). Esta configuração usar-se-á como referência para estudar as configurações 
cognitivas manifestadas pelos alunos. 
  A posteriori, aplicando igualmente as ferramentas conceptuais do enfoque 
ontosemiótico do conhecimento e ensino da matemático analisamos os processos de 
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resolução adoptados pelos alunos, identificando a rede de objectos intervenientes e 
emergentes. 
 
 Questões de investigação 
 Situando-nos nas questões da investigação, elas deverão, por um lado, fazer 
reflectir, o mais correctamente, a finalidade do estudo e, por outro, permitirem a 
obtenção de respostas no tempo definido e com os recursos existentes. Especificamente, 
a realização deste estudo tem como propósito alcançar respostas às seguintes questões 
de investigação: 
1- Que relação estabelecem os alunos entre linguagem, conceitos, propriedades, 
procedimentos e argumentos que intervêm e emergem na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada?  
2- Que conflitos cognitivos foram suscitados na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
 
 Objectivos 
 Para responder às questões anteriores, ter-se-á presente os seguintes objectivos 
de Investigação: 
1- Elaborar configurações epistémicas associadas a problemas de probabilidade 
condicionada;  
2- Analisar configurações cognitivas presentes nas resoluções de problemas de 
probabilidade condicionada; 
3- Identificar conflitos cognitivos apresentados por alunos do 12º ano de 
escolaridade. 
 
3. Estrutura da dissertação 
 A dissertação está organizada em cinco capítulos, precedidos de uma introdução 
onde é abordado o enquadramento do estudo e se faz referência ao problema em 
análise, bem como à sua pertinência e são apresentadas as questões e os objectivos de 
investigação.  
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 No primeiro capítulo fazemos o enquadramento teórico do estudo, estruturado 
por quatro pontos. No primeiro ponto apresentamos o modelo teórico – enfoque 
ontosemiótico do conhecimento e do ensino da matemática. No segundo ponto 
abordamos o conceito de probabilidade condicionada e propriedades relacionadas com a 
probabilidade condicionada e acontecimentos independentes. No terceiro ponto fazemos 
uma abordagem às probabilidades no currículo, mote de entrada para a análise do papel 
da probabilidade condicionada na matemática do ensino secundário. E no quarto ponto 
referimos algumas das principais investigações sobre a compreensão do conceito de 
probabilidade condicionada e acontecimentos independentes. 
 O segundo capítulo é dedicado à metodologia adoptada para a realização do 
presente trabalho. Para além da descrição das principais características dos participantes, 
são referidos, também, os procedimentos metodológicos adoptados para a recolha e 
análise dos dados.  
 Os restantes capítulos constituem a etapa empírica: o estudo e as conclusões. No 
terceiro capítulo apresentamos as configurações epistémicas de cada problema e, de 
seguida, a elaboração de conjecturas sobre o surgimento de possíveis conflitos cognitivos. 
O quarto capítulo é dedicado à análise e discussão dos dados. Inicia-se com uma 
apresentação dos resultados estatístico obtidos pela turma, posteriormente apresenta-se 
as configurações cognitivas presentes nos processos de resolução adoptados pelos 
alunos, bem como uma categorização do tipo de respostas dadas. 
 Finalmente, no quinto capítulo são apresentadas as conclusões sustentadas pelo 
corpo teórico de suporte e pela análise dos dados recolhidos. 
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CAPÍTULO I – ENQUADRAMENTO TEÓRICO DO ESTUDO 
 
 Este capítulo, articulado com os outros, está organizado em quatro secções. A 
primeira secção é dedicada à explicação de noções teóricas que constituem o enfoque 
ontosemiótico (EOS), desenvolvidas por Godino1 e colaboradores sobre o conhecimento e 
educação matemática, que utilizaremos para descrever e interpretar os resultados da 
nossa investigação. Na segunda secção apresenta-se, de forma sintética, algumas 
propriedades e conceitos relacionados com a probabilidade condicionada e 
acontecimentos independentes. Na terceira secção, começa-se por abordar a utilidade da 
integração no currículo nacional de matemática o estudo das probabilidades e, de 
seguida, analisa-se a importância do estudo da probabilidade condicionada no Ensino 
Secundário. 
 Por último, apresenta-se uma síntese dos resultados obtidos de outras 
investigações relacionadas com a compreensão da probabilidade condicionada e 
acontecimentos independentes.  
 
1.1. Modelo do conhecimento e do ensino da Matemática - Enfoque 
Ontosemiótico 
 O modelo teórico – Enfoque Ontosemiótico do conhecimento e do ensino da 
matemática - que tem vindo a ser desenvolvido, na última década, por Godino1 e seus 
colaboradores, servirá de base para responder às questões do nosso estudo. 
 Pretende-se responder ao problema em estudo, integrando o contributo de várias 
teorias e investigações sobre a compreensão do conceito de probabilidade condicionada, 
utilizando algumas noções teóricas desenvolvidas em diversos trabalhos de investigação 
por Godino (2002); Godino, Font e Wilhelmi (2008) e Godino, Batanero, e Font (2009) 
baseadas no enfoque ontosemiótico. 
 
 
                                                         
1 Parte destes trabalhos estão disponíveis na Internet, em http://www.ugr.es/local/jgodino. 
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 1.1.1. A actividade matemática e os objectos que intervêm e emergem do
 sistemas de práticas 
 Neste trabalho utilizam-se algumas noções teóricas desenvolvidas por Godino 
(2002) e colaboradores sobre o conhecimento e educação matemática e que nos vai ser 
útil para descrever a actividade matemática no âmbito da probabilidade condicionada. 
Em concreto, vamos centrar-nos em práticas ligadas à resolução de problemas 
relacionados com o conceito de probabilidade condicionada.  
 Neste modelo teórico concebe-se a actividade matemática como um conjunto de 
práticas envolvendo objectos matemáticos2. Estas práticas surgem na resolução de 
problemas que podem ser matemáticos ou extra-matemáticos. Considera-se “prática 
matemática” todo o acto ou expressão (verbal, gráfica, etc.) realizado por alguém para 
resolver problemas matemáticos, comunicar a outros a solução obtida, validá-la ou 
generalizá-la a outros contextos e problemas (Godino, Batanero & Font, 2009). 
 Godino, Batanero e Font (2009) descrevem diferentes categorias de objectos 
ligados às práticas matemáticas, que serão “objectos institucionais”3 quando os sistemas 
de práticas são compartilhados no âmbito de uma instituição ou serão “objectos 
pessoais”4 se os referidos sistemas de práticas são realizados por uma pessoa. 
 No enfoque ontosemiótico (EOS), o significado dos objectos matemáticos surge 
das práticas levadas a cabo por uma “pessoa” ao resolver problemas relacionados com o 
objecto em causa. Tais práticas envolvem diferentes tipos de objectos. Quando se realiza, 
interpreta e avalia uma prática matemática, activa-se uma configuração (o sistema de 
objectos) constituída por situações-problema, linguagem, conceitos, proposições, 
procedimentos e argumentos.  
 No EOS descrevem-se as seguintes categorias de objectos matemáticos primários:  
                                                         
2 Os “objectos matemáticos”  são formas conceptuais de actividade reflexiva mediada histórica, social e culturalmente. 
Usa-se para indicar qualquer entidade ou coisa à qual nos referimos, ou da qual falamos, seja real, imaginária ou de 
qualquer outro tipo, que intervém de alguma maneira na actividade matemática.  
3 O “ objecto institucional” é um objecto emergente do sistema de práticas sociais associadas a um campo de problemas 
(definições de objectos, enunciados de proposições, procedimentos, argumentações). 
4 Os “objectos pessoais” incluem os constructos cognitivos, tais como concepções, esquemas, representações internas, 
etc. 
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• Linguagem: termos, expressões, notações, gráficos que se usam para representar 
os dadas de um problema, as operações que se fazem, os objectos matemáticos que se 
utilizam e a solução encontrada em seus diversos registos (escrito, oral, gestual...). No 
estudo da probabilidade condicionada a linguagem verbal (termos como probabilidade 
conjunta, condicionada) tem um peso muito importante, sendo igualmente importante a 
linguagem simbólica (expressões associadas). 
• Situações-problema: aplicações extra-matemáticas, exercícios, problemas, acções 
que induzem uma actividade matemática.  
• Conceitos-definição: introduzidos mediante definições ou descrições. Práticas 
realizadas pelos alunos para resolver um problema matemático (neste caso, quando se 
trabalha com o conceito de probabilidade condicionada) que implicam o uso implícito ou 
explicito de objectos matemáticos, dos quais o aluno tem que se lembrar ou aplicar a 
definição. Por exemplo, os alunos usam implícitos os objectos: aleatoriedade, espaço de 
resultados, sucesso, probabilidade simples e composta, probabilidade condicionada e 
independência. 
• Proposições: enunciados sobre relações ou propriedades dos conceitos que se 
utilizam para resolver problemas matemáticos. Por exemplo, quando os alunos têm que 
recordar que a soma das probabilidades, no espaço de resultados, é igual a um. 
• Procedimentos: algoritmos, operações, técnicas de cálculo que os alunos 
apreenderão durante o ensino prévio e que aplicam para resolver o problema. Por 
exemplo, quando os alunos usam técnicas de cálculo de probabilidades, como técnicas 
combinatórias, uso de diagramas de árvore, tabelas de dupla entrada e outras técnicas 
intuitivas. 
• Argumentos: enunciados usados para validar ou explicar as proposições e 
procedimentos ou a solução dos problemas. Podem ser dedutivos, indutivos, formais ou 
informais. 
 Estes objectos organizam-se em entidades mais complexas: sistemas conceptuais, 
teorias. Godino, Batanero e Font (2009) indicam que os seis tipos descritos estão 
relacionados entre si formando configurações, ou seja, redes de objectos intervenientes e 
emergentes dos sistemas de práticas. Os autores classificam estas configurações em 
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epistémicas (quando se trata de objectos institucionais) e cognitivas (quando se referem a 
objectos pessoais). A configuração epistémica é o conjunto de objectos matemáticos 
envolvidos na resolução de actividades. Dentro da configuração distingue-se a prévia (os 
objectos que o aluno deve saber antes de trabalhar a unidade didáctica) e a emergente (a 
que supomos que vá aprender). 
 As situações-problema são a origem ou razão de ser da actividade; a linguagem 
representa as demais entidades e serve de instrumento para a acção; os argumentos 
justificam os procedimentos e as proposições relacionam os conceitos entre si. 
 A consideração de uma entidade como primária é uma questão relativa (e não 
absoluta), visto que se trata de entidades funcionais e relativas aos jogos de linguagem 
(marcos institucionais e contextos de uso) em que participam; têm também um carácter 
recursivo, no sentido de que cada objecto, dependendo do nível de análise, poder ser 
composto por entidades dos demais tipos (por exemplo, um argumento pode colocar em 
jogo conceitos, proposições, procedimentos, etc.). 
 A figura 1.1, apresenta seis objectos que se articulam formando configurações 
epistémicas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura1.1- Configuração de objectos primários 
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 1.1.2. Relações entre objectos: função semiótica 
 Godino, Batanero e Font (2007) adoptam a noção de função semiótica de 
Hjelmslev (1943) e consideram a função semiótica como a dependência entre um texto e 
suas componentes, assim como entre estas componentes. Portanto, refere-se às 
correspondências (relações de dependência ou função) entre um antecedente 
(expressão, representante) e um consequente (conteúdo, representado), estabelecidas 
por um sujeito (pessoa ou instituição) de acordo com um determinado critério ou código 
de correspondência.  
  A correspondência entre antecedente e consequente estabelece-se sobre a base 
de códigos explícitos ou implícitos. Estes códigos podem se regras (hábitos, acordos) que 
informam os sujeitos implicados sobre os termos que devem ser colocados em 
correspondência nas circunstâncias fixadas. Os seis tipos de entidades primárias descritas 
anteriormente podem desempenhar o papel de expressão ou de conteúdo de funções 
semióticas. 
 Neto (2009), refere que “Um conflito semiótico é qualquer disparidade ou 
discordância entre os significados atribuídos a uma expressão por dois sujeitos (pessoas 
ou instituições). Se a disparidade ocorre entre significados institucionais, falamos de 
conflitos semióticos do tipo epistémico, se a disparidade ocorre ao nível das práticas que 
formam o significado pessoal de um mesmo sujeito, designamo-los como conflitos 
semióticos do tipo cognitivo. Quando a disparidade ocorre entre as práticas (discursivas e 
operativas) de dois sujeitos diferentes em interacção comunicativa (por exemplo, aluno-
aluno ou aluno-professor) falaremos de conflitos (semióticos) interacionais” (p. 36). 
 Esta ideia de função semiótica destaca o carácter essencialmente relacional da 
actividade matemática, pois qualquer possível objecto matemático (conceito, 
propriedade, argumento, procedimento, etc.) pode desempenhar o papel tanto de 
expressão como de conteúdo numa função semiótica. A diversidade de funções 
semióticas mobilizadas aquando da resolução de um problema de matemática serve para 
explicar algumas dificuldades e erros dos alunos. Godino et al. (2007) denominam de 
conflito semiótico as interpretações de expressões matemáticas por parte dos alunos que 
não coincidem com as pretendidas pelo professor ou investigador. Estes erros de 
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interpretação (conflitos semióticos) produzem confusão nos alunos, que não são devidos 
à falta de conhecimentos, mas por não terem sido relacionados em termos de função 
semiótica. 
 O uso das funções semióticas permite um refinamento da análise do significado 
em termos de práticas, pois estas são um instrumento relacional que facilita o estudo 
conjunto da manipulação de ostensivos matemáticos e do pensamento que a acompanha, 
característica das práticas matemáticas. 
 
 1.1.3. Processos matemáticos e conflitos semióticos 
 A noção de jogo de linguagem (Wittgenstein, 1953) ocupa um lugar importante, 
ao considerá-la, conjuntamente, com a noção de instituição, como elementos contextuais 
que relativizam os significados dos objectos matemáticos e lhes atribuem uma natureza 
funcional. Os objectos matemáticos que intervêm nas práticas matemáticas e os seus 
emergentes, segundo o jogo de linguagem em que participam, podem ser considerados 
mediante as seguintes facetas ou dimensões duais (Godino, Batanero & Font, 2009), 
citado por Neto (2009): 
• Pessoal - institucional. Se os sistemas de práticas são compartilhados no âmbito de 
uma instituição, os objectos emergentes são considerados “objectos institucionais”; se 
estes sistemas são específicos de uma pessoa são considerados como “objectos 
pessoais”. A cognição matemática deve contemplar as facetas pessoal e institucional, 
entre as quais se estabelecem relações dialécticas complexas e cujo estudo é essencial 
para a Educação Matemática. A “cognição pessoal” é o resultado do pensamento e da 
acção do sujeito individual perante uma certa classe de problemas, enquanto a “cognição 
institucional” é o resultado do diálogo, o acordo e a regulação no âmbito de um grupo de 
indivíduos que formam uma comunidade de práticas; 
• Ostensivo - não ostensivo. Entende-se por ostensivo qualquer objecto que é público 
e que, portanto, pode ser mostrado a outro. Os objectos institucionais e pessoais têm 
uma natureza não ostensiva (não perceptíveis por si mesmos). No entanto, qualquer 
destes objectos é utilizado nas práticas públicas através de seus ostensivos associados 
(notações, símbolos, gráficos, …). A classificação entre ostensivo e não ostensivo é 
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relativa ao jogo de linguagem em que participam, considerando que um objecto ostensivo 
pode ser também pensado, imaginado por um sujeito ou estar implícito no discurso 
matemático (por exemplo, o sinal de multiplicar na notação algébrica); 
• Expressão - conteúdo (Antecedente e consequente de qualquer função semiótica). 
A actividade matemática e os processos de construção e uso dos objectos matemáticos 
caracterizam-se por serem essencialmente relacionais. Os distintos objectos não devem 
ser concebidos como entidades isoladas, mas sim colocados em relação uns com os 
outros. A relação estabelece-se por meio de funções semióticas, entendidas como uma 
relação entre um antecedente (expressão, significante) e um consequente (conteúdo, 
significado) estabelecida por um sujeito (pessoa ou instituição) de acordo com um certo 
critério ou código de correspondência; 
• Extensivo - intensivo (exemplo- classe). Um objecto que intervém num jogo de 
linguagem como um caso particular (um exemplo específico) pode ser apresentado pela 
função y = 2x + 1 e uma classe (por exemplo a família de funções y = ax + b). A dualidade 
extensivo-intensivo é utilizada para explicar uma das características básicas da actividade 
matemática: o uso de elementos genéricos. Esta dualidade permite centrar a atenção na 
dialéctica entre o particular e o geral, que sem dúvida é uma questão chave na 
construção e aplicação do conhecimento matemático.  
• Unitário - sistémico. Em algumas circunstâncias, os objectos matemáticos 
participam como entidades unitárias (que supostamente são conhecidas previamente), 
enquanto que noutras intervêm como sistemas que devem ser decompostos para seu 
estudo. No estudo da adição e subtracção, nos últimos anos do 1º ciclo da educação 
básica, o sistema de numeração decimal (dezenas, centenas, …) é considerado como algo 
conhecido e, em consequência, como entidades unitárias (elementares). Estes mesmos 
objectos, no primeiro ano deste ciclo de estudos, são considerados de maneira sistémica 
para a sua aprendizagem. 
 Estas facetas são apresentadas agrupadas em pares que se complementam de 
maneira dialéctica. São consideradas como atributos aplicáveis aos distintos objectos 
primários e secundários, dando lugar a distintas “versões” dos referidos objectos através 
dos seguintes processos cognitivos/ epistémicos: 
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 Institucionalização - personalização; 
 Generalização - particularização; 
 Análise/decomposição - síntese/reedificação 
 Materialização/concretização - idealização/abstracção; 
 Expressão/representação - significação. 
 Na perspectiva teórica, do enfoque ontosemiótico, a actividade matemática ocupa 
o lugar central e a sua modelação ocorre em termos de sistema de práticas operativas e 
discursivas. Destas práticas, emergem os distintos tipos de objectos matemáticos, que 
estão relacionados entre si formando configurações. Finalmente, os objectos que 
intervêm nas práticas matemáticas e os emergentes das mesmas, de acordo com o jogo 
de linguagem em que participam, podem ser considerados segundo as cinco facetas ou 
dimensões duais. 
 As noções teóricas descritas (sistemas de práticas, instituições, processos, 
entidades emergentes, configurações, atributos contextuais junto com a noção de função 
semiótica como entidade relacional básica) constituem uma resposta operativa ao 
problema ontológico da representação e significação do conhecimento matemático.  
 
1.2. Probabilidade Condicionada: Definição e propriedades 
 1.2.1. Definição  
 Um dos conceitos mais importantes da Teoria das Probabilidades é o de 
probabilidade condicionada, que está relacionado com o facto de em muitas situações em 
que se pretende calcular a probabilidade de um acontecimento, já se dispor de alguma 
informação sobre o resultado da experiência, a qual permite actualizar a atribuição de 
probabilidades a esse acontecimento. 
  Encontramos a definição de probabilidade condicionada em vários livros 
analisados. Por exemplo, os autores Oliveira (1990) e Murteira (1999) definem 
intuitivamente que a probabilidade condicionada )/( BAP  de um acontecimento A  dado 
outro acontecimento B  é simplesmente a probabilidade de que ocorra A  sabendo que 
B se realizou.  
 De um ponto de vista mais formal sugere-se a seguinte definição: 
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 Dados dois acontecimentos, A  e B , pertencentes a um espaço de resultados   
associados a uma experiencia aleatória, com 0)( BP  , a probabilidade para que A  se 
realize, sabendo-se que B  se realizou, designa-se por )/( BAP   e define-se pelo 
quociente, 
)(
)(
)/(
BP
BAP
BAP

 , sempre que a 0)( BP  (Murteira, 1999). 
 Ao falarmos em probabilidade condicionada, nomeadamente probabilidade do 
acontecimento A  dado B , estamos a dizer explicitamente que o espaço de resultados 
em que estamos a trabalhar é o definido pelo acontecimento B . Ao omitir aquela 
informação, estamos a admitir que o espaço de resultados é o espaço  , que se assume 
por defeito. Efectivamente a probabilidade de qualquer acontecimento A , )(AP , não é 
mais do que a probabilidade condicionada da acontecimento A , dado  , )/( AP  
(Murteira, 1999). 
 Da definição de probabilidade condicionada podemos deduzir que 
)/(.)()( BAPBPBAP  , probabilidade da intersecção de acontecimentos ou 
probabilidade conjunta dos acontecimentos A  e B . 
  
 1.2.2. Propriedades  
 A probabilidade condicionada é uma probabilidade, no espaço de resultados  , 
segundo a definição axiomática, isto é, satisfaz os três axiomas das probabilidades: 
      Axioma1: A probabilidade de qualquer acontecimento é sempre maior ou igual a zero; 
     Axioma2: A probabilidade do acontecimento certo é igual a um; 
     Axioma3: Dados dois acontecimentos disjuntos, a probabilidade da sua união é igual à 
soma das probabilidades de cada um. 
 Murteira (1999) apresenta e demonstra que uma probabilidade condicionada 
cumpre os axiomas da probabilidade. Também na brochura do 12º ano referente às 
probabilidades e combinatória (Ministério Educação, 1999) ressalta-se que a 
probabilidade condicionada é uma probabilidade, no espaço de resultados  , isto é, 
satisfaz os axiomas das probabilidades. 
 Vejamos que assim é: 
1- Dado qualquer acontecimento A , 0)/( BAP  
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 0)(,
)(
)(
)/( 

 BP
BP
BAP
BAP  . Como 0)( BP  por hipótese e  0)( BAP , 
  pelo  1º axioma das probabilidades, vem 0)/( BAP  
 
2- Dado o acontecimento certo  , 1)/(  AP . 
 1)(
)(
)(
)(
)/( 


AP
AP
AP
AP
AP  
3- Dados dois acontecimentos A  e B , disjuntos, BA , 
 
 
 
 
 
 se A  e B  são disjuntos, então CA  e CB  também são disjuntos, pelo que pelo 3º 
axioma das probabilidades a probabilidade da sua união é igual à soma das 
probabilidades de cada um. 
 A partir destes axiomas podemos enunciar algumas propriedades relacionadas 
com a probabilidade condicionada: 
1. 1)/( AAP  
2. 0)/( AAP  
3. Se 1)/(  BAPentãoAB  
4. )/(1)/( BAPBAP   
5. 0)/(1)/(  APAP   
6. Da definição de )/( BAP  resulta a relação )/(.)()( BAPBPBAP   
7. )/()/()/()/( BCAPBCPBAPBCAP   
8. Se nAA ,...,1  são incompatíveis dois a dois em  , então: 
                          BAPBAAAP j
n
j
n //...
1
21 

 . 
9. Se A  e B  são disjuntos (mutuamente exclusivos), obtêm-se as seguintes 
propriedades: 
     
)/()/(
)(
)()(
)(
)()(
)(
)(
/)(
CBPCAP
CP
CBPCAP
CP
CBCAP
CP
CBAP
CBAP









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 0)/( BAP  
 )/()/()/( CBPCAPCBAP   
 0)(0)(,
)(
)/(
)(
)/(
 BPeAPcom
AP
ABP
BP
BAP
 
 Também, a respeito das propriedades da probabilidade condicionada, Díaz (2007) 
citando Peña (1986), enfatiza as seguintes propriedades:  
 É importante diferenciar entre )( BAP   e )/( BAP ; 
 Uma probabilidade conjunta )( BAP   é sempre menor que as 
probabilidades simples )(AP   e )(BP ; 
 Uma probabilidade condicionada )/( BAP  pode ser maior, menor ou igual 
que a de )(AP ; 
 O espaço amostral na probabilidade condicionada )/( BAP  fica restrito ao 
do acontecimento B ; 
 Em geral )/( BAP  é diferente de )/( ABP (p.133). 
 À parte das propriedades e dos axiomas de probabilidade condicionada deve-se 
ter em conta alguns conceitos relacionados. Assim, em geral, )/( BAP  é diferente de 
)/( ABP . Um dos erros frequentemente descritos sobre a compreensão da probabilidade 
condicionada é a permuta dos acontecimentos A  e B  não se tendo consciência de que 
)/( BAP  pode ser diferente de )/( ABP , surgindo confusão na identificação destas 
probabilidades. 
 
 1.2.3. Independência 
 Um conceito que está ligado à probabilidade condicionada é o conceito de 
independência. Assim, podemos definir acontecimentos independentes, como sendo 
aqueles em que a informação acerca da realização de um dos acontecimentos não altera 
a probabilidade da realização de outro acontecimento.  De forma mais rigorosa, dados 
os acontecimentos A  e B , com 0)( AP  e 0)( BP , o acontecimento A  é 
independente do acontecimento B , com 0)( AP  e 0)( BP , se a probabilidade de A  
se verificar é igual à probabilidade condicionada de A  se realizar, dado que B se realizou 
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)/()( BAPAP  . 
 Se A  é independente de B , entãoB  é independente de A ? Efectivamente assim 
é!  Vejamos: 
 )(
)(
)()(
)(
)/()(
)(
)(
)/( BP
AP
APBp
AP
BAPBP
AP
BAP
ABP 





  
 Se A  e B  são independentes, então é possível substituir )/( BAP por )(AP  e 
obtém-se  )()()(
)(
)(
)( BPAPBAP
BP
BAP
AP 

  
 Assim, dois acontecimentos A  e B  são independentes se e só se a probabilidade 
conjunta é igual ao produto das probabilidades de cada um deles 
)()()( BPAPBAP   .  
 Uma das consequências do teorema das probabilidades conjuntas é que se A  é 
independente de B , entãoB  não depende de A .   
 A partir do conceito de independência deduz-se o conceito de acontecimentos 
dependentes assim, se os acontecimentos A  e B   são dependentes tem-se:  
)/(.)()( BAPBPBAP  . De forma similar sabe-se que A  depende de B  quando 
)()/( APBAP  . 
 
 1.2.4. Acontecimentos mutuamente exclusivos e acontecimentos independentes 
 O conceito de acontecimentos mutuamente exclusivos não tem nada a ver com a 
probabilidade a eles associada, ao contrário da noção de independência de 
acontecimentos que se define à custa da probabilidade. No entanto estas noções 
confundem-se muitas vezes. Será que acontecimentos mutuamente exclusivos podem ser 
independentes? Se A  e B são disjuntos ou mutuamente exclusivos, então BA , 
pelo que 0)( BAP , donde pela 2ª definição de independência, 0)()(  BPAP  e A  
e B são independentes se e só se 0)( AP  ou 0)( BP . Assim, se utilizarmos a 
definição de independência à custa da probabilidade condicionada, podemos dizer que 
dois acontecimentos disjuntos não podem ser independentes. 
Propriedades: 
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 Se A  e B  são acontecimentos independentes, também são independentes 
 A  e B ;  A  e B ;  A  e B .   
 Vejamos a demonstração sugerida por Murteira (1999, p.67) para o primeiro caso: 
 A  é independente de B : 
 
 
 
)(.)(
)(1.)()(.)()(
)()()()(
BPAP
BPAPBPAPAP
BAPAPBAAPBAP



  
 logo, A  e B são independentes. 
  
 1.2.5. Regra produto 
 O conceito de independência é susceptível de várias extensões. Uma propriedade 
relacionada com as anteriores é a regra do produto, que permite calcular probabilidades 
em experiências compostas.  
 Podemos diferenciar entre acontecimentos independentes e dependentes para a 
aplicação da regra do produto. Se os acontecimentos A  e B   são independentes a regra 
do produto define-se pela seguinte formula:  )()()( BPAPBAP   .  
 Murteira (1999) refere que um conceito mais forte e de maior interesse é o de 
classe de acontecimentos mutuamente independentes ou completamente 
independentes. Para mais de dois acontecimentos independentes, para n 
acontecimentos, independentes generaliza-se a seguinte fórmula:    
 )(...)()()...( 2121 nn APAPAPAAAP  . 
 Para dois acontecimentos dependentes, a probabilidade de que ocorra A  eB  
pode ser expressa pela seguinte fórmula: )/(.)()( BAPBPBAP  . Para o caso de 
mais que três acontecimentos dependentes, a regra do produto poderá ser indicada pela 
fórmula: )/()/(.)()( BACPABPAPCBAP      
 
 1.2.6. Teorema da probabilidade total 
 Introduzidas as noções de independência, dependência e a regra do produto, 
podemos passar ao teorema da probabilidade total, que expressa a probabilidade de um 
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acontecimento quando se conhecem as probabilidades de que este acontecimento seja 
devido uma sucessão de acontecimentos incompatíveis ou mutuamente exclusivos.  
 Diversos autores recorrem a digramas para exemplificar esta situação, Murteira 
(1999) usa o seguinte esquema para exemplificar:  
   
  
 
 
 
 Diz-se que a classe de acontecimentos  nAAA ,...,, 21 é uma partição de   se 
forem verificadas as seguintes condições: 
  jiAA ji  ,   
  

i
n
i
A
1
  
 niAP i .,..,1,0)(  . 
 Assim, para qualquer partição, finita ou infinita numerável, ter-se-á:
 1)(
11







i
n
i
i
n
i
APAP  . 
 Podem considerar-se partições com um número finito de elementos mas as 
proposições alargam-se a partições infinitas numeráveis. Assim, dados n acontecimentos 
1A , 2A ,… , nA  incompatíveis ou mutuamente exclusivos, tais que a sua união é o espaço 
amostral    e conhecidas as probabilidades )( 1AP , )( 2AP , … , )( nAP  assim como o 
acontecimento B do qual se conhece a sua probabilidade condicionada 
)/( 1ABP , )/( 2ABP , …, )/( nABP , para cada um dos acontecimentos iA  
o teorema da 
probabilidade total permite conhecer )(BP ; 
  
)/()(
)/().(...)/(.)()(
1
11
ii
n
i
nn
ABPAP
ABPAPABPAPBP



  
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1.3. Probabilidades e Estatística 
 1.3.1. As Probabilidades no currículo do Ensino Básico e Ensino Secundário 
 A Estatística e as Probabilidades têm adquirido visibilidade nos currículos 
escolares desde os níveis mais elementares. Actualmente as probabilidades e a estatística 
fazem parte do currículo de matemática do ensino básico e secundário de muitos países. 
A integração destes tópicos no currículo de matemática nestes níveis de ensino deve-se 
ao facto de se considerar que a estocástica é muito útil no dia-a-dia dos cidadãos, e que o 
seu conhecimento desempenha um papel muito importante em muitas profissões. 
Fernandes, Sousa e Ribeiro (2004) referem isso mesmo: “A Estatística e as Probabilidades, 
conjuntamente designadas por estocástica, nos últimos tempos têm assumido um papel 
cada vez mais relevante na vida das pessoas, das instituições e mesmo do Estado. Nos 
nossos dias, por um lado, torna-se cada vez mais premente lidar com grandes 
quantidades de informação e, por outro, a visão determinista do mundo mostra-se cada 
vez mais limitada nas suas possibilidades para resolver todos os problemas com que o 
Homem se depara. Neste último caso, cada vez mais se impõe uma visão probabilística do 
mundo para lidar com um leque mais amplo de situações" (p. 5). 
 O estudo das probabilidades permite desenvolver um tipo de raciocínio diferente 
do determinista, do certo e errado. Pensar em termos de incerteza, avaliar situações do 
acaso e de risco fazem parte da vida real e daí a importância de incluir este tema no 
currículo de matemática logo nos primeiros anos. Batanero (2004) defende que os 
conceitos probabilísticos e estatísticos devem ser trabalhados desde os anos iniciais da 
Educação Básica, desde que as ideias fundamentais estocásticas sejam apresentadas 
nestas idades com um nível de adequação apropriado. Os alunos devem construir o seu 
conhecimento de uma forma gradual, crescendo o seu nível de formalização desde o 
ensino básico até ao universitário, pois o ensino das ideias fundamentais estocásticas não 
difere de uma forma estrutural, nas diferentes etapas educativas, mas apenas na forma 
linguística e no seu nível de aprofundamento. 
 Dada a importância deste tema, o NCTM (2007) indica os objectivos para o ensino 
dos conceitos de probabilidade de acordo com a idade dos alunos. Igualmente, a 
publicação de documentos pelo NCTM (2007) permitiu que se elaborassem novos 
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curricula de Matemática na maior parte dos países desenvolvidos. Portugal realizou 
também alterações no currículo: ao nível do Ensino Básico, houve um recente 
reajustamento entrando em vigor o novo Programa de Matemática do Ensino Básico 
(PMEB) em 2010/2011; já ao nível do Ensino Secundário o reajustamento fez-se em 2002. 
Assim, de acordo com o nível etário e nível de escolaridade que lhe está associado, os 
conteúdos programáticos a abordar assumem uma importância gradual, desde o primeiro 
ciclo até ao final do Ensino Secundário, sendo que a probabilidade, enquanto disciplina 
por si só, está relacionada com outras áreas da matemática, nomeadamente com os 
números e a geometria. Os conceitos de probabilidade funcionam como base para a 
recolha, descrição e interpretação de dados (NCTM, 2007, p. 55). 
 À medida que os alunos progridem nos anos de escolaridade, é fundamental que 
eles se vão familiarizando com noções básicas de probabilidades tais como: “ mais 
provável que…”, “menos provável que…”, “acontecimento certo” ou “acontecimento 
impossível”, pois assim podem começar a desenvolver uma compreensão das noções de 
acaso e aleatoriedade através da realização de experiências com objectos concretos. No 
2º e 3º ciclo os alunos deverão aprender a utilizar uma terminologia adequada e deverão 
ser capazes de calcular probabilidades de ocorrências compostas simples como por 
exemplo o número de vezes que se espera obter duas “caras” quando lançamos duas 
moedas simultaneamente 100 vezes. Além disso, os alunos devem usar a probabilidade 
para formular e testar conjecturas acerca dos resultados de experiências e simulações. 
 O mesmo documento preconiza que no Ensino Secundário, uma vez aprendidos e 
interiorizados os conceitos básicos, os alunos deverão calcular probabilidades de 
ocorrências compostos e compreender os factores condicionantes, incluindo 
acontecimentos independentes e utilizar simulações para construir distribuições de 
probabilidades para espaços amostrais simples. 
 Analisando o Programa de Matemática do Ensino Básico (homologado em 2007), 
em Portugal, o tema “Organização e Tratamento de Dados” merece destaque já que é 
explicitamente referido nos três ciclos. O presente programa vai mais longe que o 
anterior, no que se refere à noção de probabilidade. Prevêem que os alunos do 1º e 2º 
ciclo trabalhem informalmente a noção de acaso e adquiram o vocabulário básico relativo 
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às situações aleatórias, sendo no 3º ciclo que abordam os conceitos de probabilidade 
frequencista e de Laplace. O programa aponta, também, para o desenvolvimento da 
compreensão da noção de probabilidade, tanto no seu aspecto teórico, como 
experimental. O tópico “Probabilidade” aparece, pela primeira vez, no 9º ano de 
escolaridade e este programa refere que: “Neste ciclo os alunos desenvolvem a sua 
compreensão das noções de experiência aleatória e de acontecimento associado a uma 
tal experiência. Também desenvolvem a noção de probabilidade como uma medida do 
grau de possibilidade de um acontecimento se realizar. Devem estimar ou calcular 
probabilidades, quer utilizando a frequência relativa (conceito frequencista de 
probabilidade), quer considerando situações simples onde se possa admitir que os 
resultados da realização da experiência aleatória são igualmente possíveis (conceito 
clássico de Laplace)” (PMEB, 2007, p. 60). 
 A segunda abordagem do tema é feita no Ensino Secundário: no 12º ano de 
Matemática A, no segundo ano da disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Sociais – 
MACS e no módulo A7 dos Cursos Profissionais. Ressalta-se o estudo das probabilidades, 
bem como o da probabilidade condicionada.  
 O programa do Ensino Secundário, bem como o documento de apoio ao 
programa, brochura de probabilidades e combinatória propõe que o trabalho com os 
alunos do Ensino Secundário se deve iniciar pela realização de experiências aleatórias e, a 
partir daí, compreender o que são acontecimentos contrários, incompatíveis e 
independentes. Os alunos devem conhecer a lei dos grandes números, o conceito 
frequencista de probabilidade e calcular a probabilidade pela Lei de Laplace. Deve ainda 
considerar-se a distribuição de probabilidades, fazendo referência à curva de Gauss, à 
distribuição normal e binomial e à definição de probabilidade condicionada. Indica, 
também, que se deve introduzir a axiomática das probabilidades. As técnicas de 
contagem são igualmente contempladas no programa e, além de constituírem um auxiliar 
de cálculo, destinam-se a desenvolver as capacidades do raciocínio combinatório e as 
conexões matemáticas. 
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  1.3.2. Diferentes significados de probabilidade 
 A reforma no currículo de Matemática que entrou em vigor na década de noventa, 
foi sujeita a uma revisão curricular no início do século XXI (Ministério Educação, 2002). A 
Matemática do Ensino Secundário enfrentou, assim, diferenciação baseada na orientação 
de estudos – curso geral ou tecnológico – e no agrupamento escolhido: Matemática A, 
Matemática B e Matemática Aplicada às Ciências Sociais. É de realçar que, no actual 
sistema de ensino e no currículo de matemática de todos os países desenvolvidos, há a 
preocupação de ser ensinado o tema das probabilidades, incluindo recomendações para o 
seu ensino e abordagem.  
 Godino, Batanero e Cañizares (1996) referem que “a probabilidade pode ser tão 
aplicada à realidade como a aritmética elementar, não sendo preciso o conhecimento de 
teorias físicas nem de técnicas matemáticas complicadas. Pelas suas muitas aplicações, 
adequadamente compreendidas, a probabilidade proporciona uma excelente 
oportunidade para mostrar aos estudantes como matematizar, como aplicar a 
matemática para resolver problemas reais. Em consequência, o ensino das noções 
probabilísticas pode ser levado a cabo mediante uma metodologia heurística activa e 
através da colocação de problemas concretos e da realização de experiências reais ou 
simuladas” (p. 12). 
 Os conceitos intuitivos conseguidos no Ensino Básico vão ser aprofundados e é 
definida uma axiomática das probabilidades. É também neste grau de ensino que os 
alunos vão ser confrontados com o conceito de probabilidade condicionada e de 
acontecimentos independentes.  
 O conceito de probabilidade condicionada é um dos mais importantes da Teoria 
das Probabilidades, cujo estudo está previsto nos programas escolares da disciplina de 
Matemática do Ensino Secundário, sendo fundamental a sua compreensão para a tomada 
de decisões sob determinadas condições. De acordo com Díaz (2009), a probabilidade 
condicionada é fundamental nas aplicações estatísticas porque permite incorporar 
mudanças no nosso grau de crença sobre os acontecimentos aleatórios à medida que 
adquirimos novas informações. 
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 A unidade temática respeitante às Probabilidades, no programa de Matemática A, 
tem previstas 30 aulas de 90 minutos e os conteúdos programáticos abordados 
assemelham-se aos definidos aquando da entrada em vigor nos anos noventa. Dos 
objectivos definidos há a salientar a preocupação em habilitar os alunos para a 
compreensão e aplicação dos conceitos básicos de probabilidades. 
 O programa de Matemática A do 12º ano apresenta algumas teorias que nos 
conduzem a processos de construção modelos de probabilidade, isto é, uma vez definido 
o espaço de resultados indica-nos o processo de obter valores para as probabilidades dos 
acontecimentos associados e propõe que sejam abordadas quatro concepções para o 
significado de probabilidade: frequencista, clássica, subjectiva e axiomática, sendo que 
estas não são necessariamente antagónicas, em muitas situações completam-se. 
Pretende-se agora que os alunos tratem com rigor os conceitos anteriormente estudados 
de forma primordialmente intuitiva. As discussões que envolvem as diferentes 
perspectivas de qualificar e quantificar a probabilidade têm promovido interpretações 
diferentes tanto referentes ao seu significado quanto ao seu campo de aplicação. 
Batanero (2005) descreve diferentes categorias dos objectos matemáticos que 
caracterizam os diferentes significados, bem como os processos matemáticos implícitos. 
Afirma que a diferença entre os diversos significados de probabilidade não é apenas 
apresentada na sua definição, mas em cada um dos elementos que a caracterizam. A 
“indefinição” do conceito de probabilidade é devido, por um lado aos diversos 
significados que afectam os tipos de problemas resolvidos, por outro à forma de abordar 
as probabilidades, suas propriedades, conceitos e terminologia. 
 Considerando que na aprendizagem de um conceito podem existir diferentes 
significados, Batanero (2005) define, para a aprendizagem do conceito de probabilidade, 
cinco significados diferentes cujas características se resumem na tabela seguinte: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
26 
 
Tabela 1.1- Elementos que caracterizam os diferentes significados da probabilidade 
 
Significado de 
probabilidade 
Campo de 
problemas 
Algoritmos e 
procedimentos 
Elementos 
linguísticos 
Definições e 
propriedades 
Alguns conceitos 
relacionados 
Intuitivo • Sorteios 
• Adivinhação 
• Manipulação 
de geradores de 
acaso: dados, 
cartas, etc. 
• Linguagem 
corrente 
• Opinião 
imprevisível, 
crença 
• Sorte 
• Destino 
Clássico 
• Cálculo de 
esperanças ou 
riscos em jogos 
de azar 
• Combinatória 
• Proporções 
• Análise a priori 
da estrutura da 
experiência 
• Triângulo de 
Pascal 
• Lista de 
sucessos 
• Fórmulas da 
combinatória 
• Quociente de 
casos favoráveis 
e possíveis 
• Equiproba- 
bilidade de 
acontecimentos 
simples 
• Esperança 
• Equitatividade 
• Independência 
Frequencista 
• Estimação de 
parâmetros em 
populações 
• Registo de 
dados 
estatísticos a 
posteriori 
• Ajustes de 
curvas 
matemáticas 
• Análises 
matemáticas 
• Simulação 
• Tabelas e 
gráficos 
estatísticos 
• Curvas de 
densidade 
• Tabelas de 
números 
aleatórios 
• Tabelas de 
distribuições 
• Limite das 
frequências 
relativas 
• Carácter 
objectivo 
baseado na 
evidência 
empírica 
• Frequência 
relativa 
• Universo 
• Variável 
aleatória 
• Distribuição de 
probabilidades 
Subjectivo 
• Melhoria do 
conhecimento 
sobre 
acontecimentos 
incertos, 
incluindo os sem 
repetição 
• Teorema de 
Bayes 
• Atribuição 
subjectiva de 
probabilidades  
• Expressão da 
probabilidade 
condicionada 
• Carácter 
subjectivo 
• Passível de 
revisão com a 
experiência 
• Probabilidade 
condicionada 
• Distribuições a 
priori e a 
posteriori 
Axiomático 
• Quantificar a 
incerteza de 
resultados em 
experiências 
aleatórias 
abstractas 
• Teoria de 
conjuntos 
• Álgebra de 
conjuntos 
• Teoria da 
medida 
• Símbolos dos 
conjuntos 
• Função 
mensurável 
• Espaço 
amostral 
• Espaço de 
probabilidade 
• Conjuntos de 
Borel 
 
 Na opinião de Batanero (2005), os argumentos do tipo empírico estão mais ligados 
à probabilidade frequencista e os indutivos à probabilidade subjectiva. Segundo a autora, 
o significado matemático-axiomático de probabilidade é um significado de natureza 
estrutural que procura responder a uma problemática de organização e estruturação dos 
restantes significados parciais de probabilidade. Por outro lado, os diferentes significados 
de probabilidade devem ser incluídos progressivamente começando com ideias intuitivas 
nos alunos sobre o acaso e a probabilidade, sendo a compreensão destes diferentes 
significados um processo contínuo e crescente no qual o aluno constrói e relaciona 
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progressivamente os diferentes elementos do significado que tem este conceito 
(Batanero, 2005). 
 Godino et al. (1996) afirmam que os objectivos educacionais para o estudo da 
probabilidade devem ser direccionados para o desenvolvimento de aspectos intuitivos 
das distintas concepções deste tema mediante situações apropriadas de aprendizagem. 
Mas uma abordagem puramente experimental para o ensino de probabilidade não é 
suficiente. O conhecimento genuíno do conceito de probabilidade só se consegue com 
estudo formal da probabilidade. 
 Na nossa prática de ensino verificamos que os alunos apresentam muitas 
dificuldades na aquisição e aplicação dos conceitos de probabilidades, especialmente na 
probabilidade condicionada, um conceito que é proposto ser estudado no 12º ano de 
escolaridade. 
 
1.4. Investigações prévias sobre a compreensão do conceito de probabilidade 
 condicionada  
 Nesta secção apresentamos uma súmula das principais investigações relacionadas 
com a compreensão do conceito de probabilidade condicionada e independência, 
realizadas quer no campo da Psicologia, como na Educação Matemática. Iremos referir-
nos a resultados de vários estudos, a partir das investigações de Falk (1986), Fernandes 
(1990), Gras e Totohasina (1995), Díaz e Fuente (2005), Díaz (2007), Tarr e Lannin (2005) e 
as investigações de Batanero e os seus colaboradores, entre outros. 
 Díaz e Fuente (2005) analisaram as principais investigações relacionadas com a 
compreensão das ideias de probabilidade condicionada e independência. Nesse estudo 
são identificadas e classificadas as principais dificuldades com as quais um professor se 
confronta no ensino deste tema. As autoras consideram que os níveis de dificuldade na 
aquisição do conceito são comuns a todos os alunos, agrupando-as em algumas 
categorias: 
 1.4.1. Compreensão Intuitiva da probabilidade condicionada e  independência 
  A probabilidade condicionada pode definir-se com diferentes graus de 
formalização. Aparentemente, a probabilidade condicionada e os conceitos relacionados 
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com ela não revelam uma grande dificuldade para os alunos, pois não exige cálculos 
complexos ou conhecimentos profundos de análise matemática e álgebra. Estas 
definições não têm dificuldade de compreensão do ponto de vista matemático, uma vez 
que não exigem cálculos complexos. Mas, do ponto de vista psicológico e didáctico torna-
se por vezes difícil, especialmente ao serem aplicados na resolução de problemas. Por 
exemplo, saber se os acontecimentos são ou não independentes. Contudo, diversas 
investigações mostram que essas dificuldades existem, até mesmo em alunos com boa 
preparação matemática, como refere Díaz (2007) e Díaz e Fuente (2005). Daí, vários 
autores consideram de extrema importância que se leve em conta as concepções que os 
alunos têm, mesmo que erróneas, como base para a aquisição do conceito de 
probabilidade condicionada e de acontecimentos independentes.  
 Para Fernandes (1990), o conhecimento da existência de concepções erradas nos 
alunos pode ter uma influência importante no processo de ensino-aprendizagem e a sua 
importância é avivada na medida em que aceitamos que o sujeito tem um papel activo na 
construção do seu conhecimento. Este autor, no seu estudo, verificou que os alunos com 
experiência de ensino e aprendizagem de probabilidades não se diferenciaram dos alunos 
sem experiência de ensino de probabilidades relativamente aos erros cometidos em 
situações probabilísticas contra-intuitivas. 
 Também Totohasina (1992), citado por Díaz (2007), propôs problemas de 
probabilidade condicionada a alunos pré-universitários, que já tinham estudado 
probabilidade (não a probabilidade condicionada). Cerca de 60% dos alunos resolveram 
correctamente os problemas propostos apoiando-se em representações como diagrama 
de árvore, tabelas de dupla entrada ou outros esquemas auxiliares de contagem. Alguns 
alunos não interpretam probabilisticamente o enunciado, outros alunos não restringem o 
espaço amostral ao calcular a probabilidade condicionada ou confundem ainda a 
probabilidade conjunta com a probabilidade condicionada. 
 A mesma autora acrescenta que este tipo de obstáculo não é exclusiva de alunos, 
mas de professores, e menciona um estudo feito por Sánchez (1996) a professores de 
Matemática que participavam num programa de formação no México, onde estas 
dificuldades foram comummente sentidas. 
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 Gras e Totohasina (1995a) consideram que os conceitos de probabilidade 
condicionada e de independência estocástica são muito difíceis de ensinar e aprender e o 
que se verifica, factualmente, é que o primeiro é definido muito tardiamente e com 
recurso ao segundo. Para estes autores é preciso entender a axiomática de Kolmogorov 
(1933) para que o conceito de probabilidade condicionada seja formalizado. 
 Também investigações realizadas por Tarr e Jones (1997) mostram a existência de 
dificuldades na aquisição dos conceitos ligados à probabilidade condicionada para alunos 
do Ensino Básico e Secundário. Estes investigadores consideram que o pensamento 
destes alunos em probabilidade condicionada desenvolve-se ao longo de quatro níveis, 
como é apresentado na tabela 1.2. 
 
Tabela 1.2- Níveis de avaliação do pensamento dos alunos em probabilidade condicionada 
 
 Probabilidade Condicionada 
Nível 1 
(Informal) 
  Reconhece acontecimentos “certos”e “impossíveis” em situações com reposição e 
sem reposição; 
  Utiliza geralmente raciocínios subjectivos quando considera a probabilidade 
condicionada em situações com e sem reposição; 
  Ignoram informações numéricas ao formularem previsões. 
Nível 2 
(Transicional) 
  Reconhecem que a probabilidade de alguns acontecimentos se altera em situações 
de não reposição, contudo esse reconhecimento é incompleto e é usualmente 
confinado a acontecimentos que aconteceram previamente; 
  Usam inapropriadamente os números ao determinar probabilidades condicionadas. 
Por exemplo, quando um espaço amostral contém dois resultados, assumem sempre 
que os dois resultados são equiprováveis; 
  A representatividade actua como causa de confusão ao tomar decisões em 
probabilidade condicionada; 
  Podem reverter julgamentos subjectivos 
Nível 3 
(Quantitativo 
Informal) 
  Reconhecem que a probabilidade de todos os acontecimentos se altera em 
situações de não reposição; 
  Mantêm o controle da composição total do espaço amostral para julgar o 
relacionamento de dois acontecimentos nas situações com e sem reposição; 
  Conseguem quantificar, embora sem precisão, a mudança de probabilidades nas 
situações sem reposição. 
Nível 4 
(Numérico) 
  Atribuem probabilidades numéricas em situações com e sem reposição; 
  Usam raciocínios numéricos para comparar a probabilidade de acontecimentos 
antes e depois de cada tentativa em situações com e sem reposição; 
  Estabelecem as condições necessárias ao abrigo das quais dois acontecimentos 
estão relacionados. 
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 Pesquisas mais recentes de Tarr e Lannin (2005) adicionam informação à tabela 
anterior complementando-a, considerando ainda que os alunos: do nível 1- tendem a 
confiar em julgamentos subjectivos e a acreditarem que podem controlar o resultado de 
um acontecimento, ignorando a informação quantitativa na formulação de julgamentos 
probabilístico; do nível 2- se encontrem numa fase de transição entre um pensamento 
subjectivo e um pensamento quantitativo informal, são distraídos por características 
irrelevantes, tendem a ser mais confiantes na distribuição da previsão de resultados 
quando fazem previsões e são muito propensos a recorrer estratégias de 
representatividade; do nível 3- estão conscientes do papel da informação quantitativa nos 
julgamentos de probabilidade condicionada, apesar de não atribuírem probabilidades 
numéricas precisas, usam frequentemente as frequências relativas, os rácios ou alguma 
forma de probabilidades como uma estratégia adequada para determinar probabilidades 
condicionadas; do nível 4- usam o raciocínio numérico para interpretarem situações de 
probabilidade condicionada. Dado que estão conscientes do papel que os números 
desempenham na formação de juízos em probabilidades, monitorizam de perto a 
composição do espaço amostral e reconhecem a sua importância para verificar se dois 
acontecimentos são independentes ou não. 
 Ainda, segundo Tarr e Lannin (2005), referem que em situações sem reposição, a 
probabilidade condicionada torna-se particularmente explícita porque a redução do 
espaço amostral do acontecimento condicionado será um subconjunto do espaço 
original, ou seja, a redução do espaço amostral torna-se visível, enquanto em situações 
com reposição isso não acontece. 
 
 1.4.2. Condicionamento, Causalidade e Temporalidade 
 Condicionamento e Causalidade 
 Algumas “pessoas” identificam como similares a condicionalidade e a causalidade 
e compreendem-nos de forma intuitiva com base na sua experiência do quotidiano com 
situações de relação causa e efeito. Segundo Díaz (2007), do ponto de vista da 
probabilidade condicionada, se um acontecimento A é a causa estrita de um 
acontecimento B, sempre que aconteça A, acontecerá B, assim a 1)/( ABP . É difícil 
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encontrar no mundo real relações perfeitas de causa e efeito e, portanto, a estatística fala 
sobre “causa débil” quando ao acontecer A altera a probabilidade de que ocorra B. Ou 
seja, quando )/( ABP ) é diferente de )(BP , para a qual uma relação de causalidade 
implica uma dependência estatística entre os acontecimentos envolvidos. Por exemplo, 
um maior número de horas de estudo a Matemática aumenta a probabilidade de uma 
melhor nota no exame desta disciplina, mas isto não é seguro, pois o exame pode correr 
mal por um cansaço excessivo. 
 Do ponto de vista psicológico, a pessoa que avalia a probabilidade condicionada 
vai perceber da existência de duas relações diferentes entre A (acontecimento 
condicionado) e B (acontecimento condicionante), dependendo do contexto. 
 Se dentro do contexto se percebe que B é uma causa de A, estabeleceremos entre 
A e B uma relação causal. Portanto, o aluno ao calcular a )/( BAP , estabelece uma 
relação causal; 
 Se dentro do contexto se percebe A como uma causa de B, estabeleceremos entre 
A e B uma relação diagnóstica. Portanto, o aluno ao calcular a )/( BAP , estabelece uma 
diagnóstica. 
 Embora matematicamente os enunciados sejam equivalentes, do ponto de vista 
psicológico não são percebidos como idênticos pelas pessoas. Díaz (2009) considera que a 
causalidade é um conceito científico, filosófico e psicológico, mas é também um conceito 
intuitivamente compreendido e aceite pelas pessoas uma vez que todo o nosso 
conhecimento é construído numa base de relações causa e efeito entre diversos 
acontecimentos. 
 
 Condicionamento e Temporalidade 
 A relação causal também se associa, muitas vezes, a uma sequência temporal.  
Essa crença, consiste em considerar que um acontecimento não pode condicionar outro 
que ocorreu antes, é conhecida como a falácia do eixo temporal – consiste em supor que 
o acontecimento condicionante na probabilidade condicionada tem de preceder 
temporalmente o acontecimento condicionado. 
 Em relação à sequência temporal dos acontecimentos que intervêm na 
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probabilidade condicionada, Gras e Totohasina (1995a), citando Totohasina (1992) 
identificam três tipos de concepções de carácter cognitivo que podem constituir entraves 
ao correcto raciocínio em probabilidade condicionada: 
 Na concepção cronológica os alunos interpretam a probabilidade condicionada 
)/( BAP  como uma relação temporal, onde o acontecimento condicionamento B precede 
sempre o acontecimento A. Se o acontecimento B se realiza necessariamente antes do 
acontecimento A, uma questão que inverta a sequência temporal, pedindo a 
probabilidade do acontecimento passado, conhecido o futuro, parece totalmente 
desprovida de sentido para os alunos; 
 Na concepção causal, os alunos interpretam a probabilidade 
condicionada )/( BAP  como uma relação causal implícita, onde o acontecimento 
condicionamento B é a causa e o acontecimento condicionado A a consequência. Neste 
caso, perguntar a um aluno para inverter esta relação e calcular a probabilidade de uma 
causa conhecendo a consequência pode também ser considerado desprovido de sentido; 
 Na concepção cardinal os alunos interpretam a probabilidade condicionada 
)/( BAP   como a razão    
)(
)(
BCard
BACard 
 , que é correcto no caso particular de 
equiprobabilidade. Outros alunos interpretam )/( BAP ), como a razão    
)(
)(
BCard
ACard
 , que 
é geralmente falsa. 
 
 1.4.3. Situações Sincrónicas e Diacrónicas 
 Outra variável importante que influencia a dificuldade dos problemas relacionados 
com a probabilidade condicionada prende-se com o facto de a experiência aleatória ser 
ou não composta por uma série de experiências sucessivas mais simples. A este respeito, 
Díaz e Fuente (2005) distinguem dois tipos de situações: 
 Situações sincrónicas são situações estáticas nas quais não existe uma sequência 
de experiências, mas em que as experiências aleatórias se realizam em 
simultâneo. 
   Situações diacrónicas são situações em que há uma clara sequência temporal nas 
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quais se realiza uma experiencia seguida da outra, isto é, quando o problema se 
coloca em situações sequenciais. 
 Segundo as autoras as situações sincrónicas são particularmente difíceis na 
redução do espaço amostral. Também Falk (1986) comprova em investigações realizadas, 
que para os alunos se torna difícil restringir o espaço amostral ao calcular a 
probabilidade, o que implica problemas ao nível da compreensão de condicionamento. 
 
 1.4.4. Troca dos acontecimentos na probabilidade condicionada  
 Falk, (1986) refere que muitos alunos não diferenciam adequadamente a )/( BAP  
da )/( ABP . Denomina este erro como a falácia da condicional transposta e, constata 
que este erro é muito observado em problemas em contexto médico, onde se confunde a 
probabilidade de se ter uma doença quando um teste de diagnóstico deu positivo com a 
probabilidade de um resultado positivo no teste de diagnóstico sabendo que se tem a 
doença.  
 Uma possível explicação dada por este autor para a confusão entre os dois 
significados da probabilidade condicionada é a imprecisão da linguagem corrente que 
usamos no enunciado do problema que por vezes se torna ambígua e, a probabilidade 
condicionada e a sua inversa nem sempre se distinguem claramente entre si. Mas, ao 
escrevermos uma probabilidade condicionada usando uma notação matemática torna-se 
claro qual é o acontecimento condicionante e qual é o condicionado. 
 Também Batanero, Estepa, Godino e Green (1996), citados por Díaz (2007), 
encontram esta mesma confusão quando os problemas são apresentados em tabelas de 
dupla entrada, onde os alunos têm dificuldade em ler e identificar os dados necessários 
para calcular uma probabilidade simples, uma probabilidade conjunta e uma 
probabilidade condicionada confundindo estes conceitos. 
 
 1.4.5. Confusão entre probabilidade condicionada e probabilidade conjunta 
 Totohasina (1992), referenciado por Díaz (2007), procura diagnosticar as 
dificuldades e os obstáculos encontrados pelos alunos que iniciam o estudo do conceito 
de probabilidade condicionada, com o intuito de tentar compreender porque aparecem 
 
34 
 
tais dificuldades. De entre as conclusões apresentadas ressaltamos a constatação de 
dificuldade encontradas pelos alunos, que confundem a probabilidade condicionada com 
a probabilidade conjunta )( BAP  , e de obstáculos (considerados por ele 
epistemológicos) que os alunos apresentam ao lidarem com probabilidade condicionada 
quando invertem o que é condicionante com o que é condicionado nas noções de 
probabilidade condicionada ligadas às situações cronológicas e causais. 
 Um erro relacionado com a probabilidade condicionada é a falácia da conjunção 
(Tversky e Kahneman, 1983), que consiste na crença de que é mais provável a intersecção 
de dois acontecimentos do que a probabilidade de qualquer dos seus acontecimentos 
constituintes. Este erro surge nos alunos ao considerarem a conjunção como sendo mais 
provável do que cada um dos acontecimentos em separado, segundo refere Díaz (2007). 
 Também, FalK (1986) verificou que muitas das dificuldades que os alunos 
enfrentam com a compreensão da probabilidade condicionada podem estar relacionadas 
com as dificuldades na compreensão da linguagem presente nos enunciados e que o 
desempenho em problemas que implicam probabilidades condicionadas depende de 
como escrevem os enunciados. 
 
 1.4.6. Relação entre independência e probabilidade condicionada 
  Díaz (2007) e Diaz e Fuente (2005), defendem também que as dificuldades de 
compreensão da probabilidade condicionada são devidas por vezes à falta de percepção 
de independência. Muitas vezes, o aluno supõe a independência 
)()()( BPAPBAP  , calculando, assim, a probabilidade da intersecção como produto 
das probabilidades. 
 Existe, também, confusão na interpretação do conceito de incompatibilidade e 
independência. Outras vezes há também a aplicação da probabilidade da união como 
sendo a soma das probabilidades individuais de cada acontecimento 
)()()( BPAPBAP  , supondo que são incompatíveis. 
  Também, estudos realizados por Tarr e Lannin (2005) revelam que os alunos têm 
dificuldades em entender o conceito de independência. 
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CAPÍTULO II – ENQUADRAMENTO METODOLÓGICO DO ESTUDO  
 
 A escolha da metodologia a ser seguida numa investigação está estreitamente 
relacionada com o problema em estudo. Este capítulo descreve pormenorizadamente as 
opções metodológicas adoptadas, começando por fundamentar e caracterizar a opção 
por uma metodologia de natureza qualitativa assente num paradigma descritivo. 
Continua com a caracterização dos participantes no estudo, identificam-se alguns 
aspectos de natureza ética que se importa tomar em consideração para conseguir 
concretizar a investigação. Descreve-se o estudo e, por fim, apresentam-se as técnicas e 
instrumentos de recolha e análise de dados. 
 
2.1. Opções metodológicas: Estudo de caso 
 2.1.1. Abordagem qualitativa 
 No presente estudo procurámos responder às seguintes questões de investigação: 
1- Que relação estabelecem os alunos entre linguagem, conceitos, propriedades, 
procedimentos e argumentos que intervêm e emergem na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada?  
2- Que conflitos cognitivos foram suscitados na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
 A problemática em questão levou, neste caso, a optar por uma metodologia de 
natureza qualitativa pois, tal como afirmam Bogdan e Biklen (1994), a pesquisa qualitativa 
envolve a obtenção de dados descritivos, obtidos no contacto directo do investigador 
com a situação onde os fenómenos ocorrem naturalmente. O investigador não pretende 
intervir sobre a situação, mas dá-la a conhecer tal como ela lhe surge. Para isso apoia-se 
numa “descrição grossa”, isto é, factual, literal, sistemática, e tanta quanto possível 
completa do seu objecto de estudo. 
 No âmbito da metodologia de investigação, faz-se referência a dois tipos de 
metodologias: “qualitativas” e “quantitativas”. Há investigadores que tendem a 
estabelecer uma linha de continuidade/uma ligação entre estes dois tipos de 
metodologias, mas há outros que preferem estabelecer uma distinção dicotómica.  
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 Esta visão diferenciada parece resultar do facto de se considerar que, no âmbito 
da metodologia qualitativa, não são possíveis quantificações ou que, pelo contrário, estas 
podem e devem aí ser incluídas. 
  A investigação qualitativa é ainda recente, no que se refere à Educação, e o termo 
qualitativo, segundo Lessard-Hébert (2005), remete “quer para o tipo de dados que uma 
investigação produz, quer para os modos de actuação ou postulados que lhe estão 
associados” (p.10). O mesmo investigador reportando-se a Erickson, refere que este autor 
identifica dois tipos de abordagem paradigmática em investigação em educação: 
abordagem positivista/behaviorista e abordagem interpretativa. Segundo o mesmo autor 
(Erickson), a primeira “pressupõe uma uniformidade de relações entre a forma do 
comportamento e o seu significado, de modo que o observador pode reconhecer o 
significado de um comportamento sempre que este se produz” (p.36).  
 Deste modo, neste tipo de abordagem, a interpretação de um comportamento 
deve revestir-se de objectividade, fiabilidade e credibilidade, de modo a que o significado 
atribuído seja o mesmo. Por sua vez, na abordagem interpretativa, o objecto de análise é 
a acção e não o comportamento. 
  A tradição da investigação qualitativa assenta fundamentalmente no paradigma 
interpretativo e consiste, segundo Lessard-Hébert (2005), “em estudar e em interagir com 
as pessoas no seu terreno, através da sua linguagem, sem recorrer a um distanciamento 
que levaria ao emprego de formas simbólicas estranhas ao seu meio” (p.47). Este tipo de 
investigação caracteriza-se por não possuir um único padrão, pois as realidades são 
plurifacetadas e contraditórias e a própria investigação depende dos objectivos e 
concepções do investigador. 
 Neste sentido, Bogdan e Biklen (1994) apresentam algumas características da 
investigação qualitativa, que passamos a referir: 
 a fonte directa de dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o 
instrumento principal (e por isso os investigadores frequentam o local de estudo, uma vez 
que o contexto é muito importante); 
 é uma investigação descritiva (pois os dados recolhidos são representados através 
de palavras ou imagens e não de números); 
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 os investigadores interessam-se mais pelo processo do que simplesmente pelos 
resultados ou produtos; 
 os investigadores tendem a analisar os seus dados de forma indutiva; 
 o significado é de importância vital na abordagem qualitativa. (preocupam-se com 
as chamadas perspectivas dos participantes). 
 Para além de assentar na análise indutiva dos dados, a investigação qualitativa 
caracteriza-se por ser holística (os investigadores consideram a realidade de forma 
globalizante) e naturalista (uma vez que os dados provêm directamente das situações 
consideradas “naturais”, dentro de um determinado contexto situacional). Esta 
investigação insere-se, deste modo, num determinado ambiente, sem se poder 
descontextualizar e pretende traduzir não unicamente aquela realidade na sua 
especificidade, mas transpô-la para uma dimensão mais global. 
 No estudo que nos propomos realizar pretendemos fazer sobretudo uma 
abordagem qualitativa, por ser a que melhor se coaduna à natureza das questões de 
investigação. Assim, esta investigação contempla as características de uma investigação 
qualitativa, uma vez que os participantes são os alunos, os dados são recolhidos pelo 
investigador no contexto escolar, os documentos escritos produzidos pelos alunos são, 
também, analisados pelo investigador e a sua interpretação constitui o instrumento 
essencial de análise. Neste sentido, a metodologia adoptada no desenvolvimento deste 
estudo insere-se no paradigma descritivo, numa abordagem qualitativa e na modalidade 
de estudo de caso. 
 
 2.1.2. Estudo de caso 
 Várias são as definições que na literatura da especialidade se podem encontrar no 
que se refere à determinação daquilo em que consiste um estudo de caso. A propósito do 
estudo de caso, Bogdan e Biklen (1994) referem que este se centra numa organização 
específica ou num aspecto particular dessa organização: 
- um local específico (por exemplo, a sala de aula…); 
- um grupo específico de pessoas (professores de um departamento; núcleo de estágio…); 
- uma dada actividade da escola (de natureza curricular ou outra).  
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Por sua vez, segundo Merriam citado por Bogdan & Biklen (1994), o estudo de 
caso consiste “na observação detalhada de um contexto, ou indivíduo, de uma única 
fonte de documentos ou de um acontecimento específico” (p.89). 
Por outro lado, Robert Yin referenciado por Lessard-Hébert, (2005) refere três 
características fundamentais do estudo de caso: “toma por objecto um fenómeno 
contemporâneo situado no contexto da vida real; as fronteiras entre o fenómeno 
estudado e o contexto não estão nitidamente demarcadas; o investigador utiliza fontes 
múltiplas de dados” (p.170). 
Das definições supramencionadas, podemos com facilidade abstrair aspectos 
comuns que constituirão o entendimento sobre o que é um estudo de caso. Salienta-se o 
facto de se tratar de um “sistema limitado” e de se debruçar sobre algo específico que se 
caracteriza por ser único e singular e que terá de ser conceptualizado considerando o 
ambiente natural em que se manifesta, obrigando a uma pluralidade de técnicas de 
recolha de informação que dêem conta da especificidade do “caso”. 
O estudo de caso visa a apresentação holística e sistémica dos vários aspectos 
que o compõem, independentemente da sua diversidade. Funciona, então, como meio de 
organização de dados respeitando a singularidade e especificidade do seu objecto de 
análise. O estudo de caso pode ter uma grande diversidade de objectivos. 
No estudo de caso, o investigador pode recorrer a variadas técnicas para 
recolher dados para análise. Entre estas, figuram a entrevista, a observação participante, 
e a análise de documentos, a que recorremos no nosso próprio estudo, como 
explicitaremos mais adiante. No que se refere a técnicas de análise de dados a que é 
possível recorrer, no âmbito deste tipo de investigação, destaca-se a análise de conteúdo, 
como forma de explicitação do conteúdo das mensagens expressas pelos sujeitos.  
 Como em qualquer estudo científico, no estudo de caso torna-se fundamental ter 
em conta a viabilidade (ou seja, a correspondência entre os resultados e a realidade) e a 
fiabilidade (isto é, os resultados deverão ser idênticos no caso de uma replicação do 
estudo). 
 
 
 
39 
 
2.2. Participantes 
 Esta investigação desenvolve-se numa escola secundária com 3º ciclo, da cidade 
de Águeda. Os participantes deste estudo são a professora, que se assume também como 
investigadora e os alunos de uma turma do 12º ano de Matemática A do Curso Científico-
Humanístico de Ciências e Tecnologias, constituída por 22 alunos, 12 raparigas e 10 
rapazes e com uma média das idades de 16,9, no início do ano lectivo 2010/2011. 
 Como se pretende estudar o objecto matemático “probabilidade condicionada” 
mostrando e descrevendo a rede de objectos (linguagem, conceitos, propriedades, 
procedimentos e argumentos) ligados a este conceito, escolheu-se como participantes a 
turma do 12º ano, da qual a investigadora é professora. Pretendendo, assim, analisar e 
compreender as configurações cognitivas dos alunos ao resolverem as diferentes 
situações de probabilidade condicionada com as quais foram confrontados.  
     Por questões legais e éticas, foi solicitada autorização ao Conselho Executivo da 
Escola para a realização da investigação e aos Encarregados de Educação dos alunos 
envolvidos no estudo para serem objecto de recolha de dados (anexos I e II). Após a 
autorização concedida, apresentou-se à turma os objectivos da investigação, solicitando a 
aprovação e colaboração dos alunos. Estes foram receptivos e manifestaram 
disponibilidade e vontade de participar no estudo. 
 No início do ano lectivo, os alunos preencheram a ficha biográfica adoptada na 
escola, que solicita dados referentes aos encarregados de educação e informações sobre 
a composição do agregado familiar, formula questões gerais relativas às disciplinas, às 
profissões pretendidas, à ocupação dos tempos livres e ao percurso escolar. 
 São alunos que não têm problemas a nível de comportamento, são simpáticos e 
de fácil relacionamento, têm sentido de camaradagem, espírito de turma e noção de 
justiça. Entre os alunos com expectativas de futuro mais vincadas, nota-se uma 
preocupação com a qualidade das aprendizagens, dos resultados alcançados e alguma 
competição entre eles. 
 Relativamente à situação escolar dos alunos em anos anteriores nenhum deles 
ficou retido em qualquer um dos ciclos do ensino básico e, relativamente ao ensino 
secundário, apenas um deles ficou retido no décimo primeiro ano. Oito alunos incluíram a 
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disciplina de Matemática no conjunto das disciplinas preferidas e três indicaram-na como 
uma das disciplinas em que sentem maior dificuldade. Quanto às expectativas 
académicas, todos manifestaram intenção de ingressar numa Instituição de Ensino 
Superior e, quanto à vida profissional futura, indicam como profissão desejada: terapeuta 
da fala, nutricionista, engenheiro, médico legista, médico cirurgião plástico, optometrista, 
psicologia criminal, desporto.  
 Em relação ao passado recente do aproveitamento escolar, como se pode 
observar pelos gráficos da figura 2.1. as classificações obtidos pelos alunos relativas ao 
primeiro e segundo períodos do presente ano lectivo, na disciplina de Matemática, 
situam-se na sua maioria em valores positivos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2.1- Aproveitamento no 1º e 2º períodos, na disciplina de Matemática. 
 
 Com a referida turma, realizou-se um estudo em que analisámos processos de 
resolução usados pelos alunos e os saberes que estes dominam perante situações de 
probabilidade condicionada permitindo, assim, identificar e analisar os conhecimentos 
postos em jogo, as estratégias de resolução utilizadas e os objectos e processos 
matemáticos implícitos ao resolverem os problemas propostos.  
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2.3. Recolha de dados 
 Esta investigação contempla as características referidas por Bogdan e Biklen 
(1994), uma vez que os participantes são alunos, os dados são recolhidos pelo 
investigador no contexto escolar, os registos documentais produzidos pelos alunos depois 
de transcritos são, também, analisados pela investigadora e a sua interpretação constitui 
o instrumento primordial de análise. A partir da transcrição destes documentos, será feita 
a sua análise categorial, de acordo com os objectivos e as categorias predefinidas. 
 O instrumento usado na recolha de dados para esta investigação consiste 
basicamente na aplicação de um Teste à turma participante, constituído por duas 
questões com alíneas, seleccionado cuidadosamente, com o objectivo de dar resposta às 
questões de investigação inicialmente propostas. Foi durante o mês de Novembro de 
2010 que se procedeu a uma recolha de dados, pois foi nesta altura que foram 
leccionadas as aulas referentes ao conteúdo de probabilidade condicionada. 
 
 2.3.1. Observação participante  
 As observações representam a melhor técnica de recolha de dados porque 
possibilitam comparar aquilo que o sujeito diz ou não, com aquilo que ele faz. Bogdan e 
Biklen (1994) afirmam que as observações maximizam a habilidade do investigador para 
apreender motivos, crenças, preocupações, interesses, comportamentos inconscientes, 
etc., além de permitirem apreender o facto nos seus próprios termos e a sua cultura no 
ambiente natural. Para tal, estes autores apontam a necessidade da discrição do 
investigador, de modo a que este possa ser integrado com maior facilidade no ambiente 
de estudo.  
 Este instrumento para a recolha de dados foi usado em todas as sessões de 
intervenção pedagógica em simultâneo com outros instrumentos, por permitir obter 
informação não disponibilizada através do uso de outras técnicas, pois houve necessidade 
de comparar o que os alunos diziam, com aquilo que faziam. 
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 2.3.2. Notas de campo  
 No que se refere às notas de campo, estas serão usadas durante a investigação, 
com carácter descritivo e reflexivo.  
 Bogdan e Biklen (1994) apontam que as notas de campo são um suplemento 
importante a outros métodos de recolha de dados de natureza qualitativa, pois ajudam o 
investigador a acompanhar o desenvolvimento do projecto, a visualizar como é que o seu 
estudo foi afectado pelos dados recolhidos, e a registar os acontecimentos relevantes que 
vão brotando no decurso do trabalho, bem como as ideias e preocupações que vão 
surgindo.  
 A investigadora fez uma descrição escrita dos acontecimentos, actividades e 
diálogos estabelecidos. Além disto, fez o registo das ideias, estratégias adoptadas e 
reflexões 
 
 2.3.3. Documentos escritos produzidos pelos alunos 
 Para Lessard-Hébert (2005), os documentos escritos constituem uma fonte de 
recolha de dados, particularmente importantes por permitirem confirmar inferências 
sugeridas por outras fontes de dados. Nesta investigação foram analisados especialmente 
os documentos produzidos pelos alunos na realização das questões, com o objectivo de 
perceber o grau de desempenho dos mesmos, bem como analisar aspectos referentes à 
linguagem, conceitos, procedimentos e argumentos mobilizados nas suas resoluções.  
 Este tipo de documentos permite analisar os diferentes processos de resolução 
usados pelos alunos, reconhecendo o tipo de erros, as estratégias que seguem e os 
conhecimentos que dominam. 
 
2.4. Fases do estudo 
 A investigação decorreu no ano lectivo 2010/2011, envolveu os alunos de uma 
turma do 12ºano de escolaridade, atribuída à professora, que também é investigadora, 
durante o ano lectivo e organizou-se em torno de três fases.  
 Numa primeira fase, é feita a revisão de literatura dos temas a aprofundar. 
Realizou-se a planificação do estudo no que diz respeito ao enquadramento 
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metodológico, definição da metodologia de investigação, formulação da questão e 
objectivos de investigação. Também neste período, foi preparado o teste para recolha de 
dados. A segunda fase, relativa à recolha de dados, decorreu durante o mês de 
Novembro. Na terceira e última fase, procedeu-se à organização e análise detalhada de 
todos os dados recolhidos, à realização de leituras de modo a complementar as 
anteriormente feitas e à produção por escrito dos resultados e conclusões de 
investigação. Para finalizar, elaborou-se o relatório do estudo. 
 
2.5. Análise de dados 
 Analisar os dados qualitativos significa trabalhar todo o material obtido na 
pesquisa. De acordo com Bogdan e Biklen (1994), a análise de dados é um processo de 
busca e de organização sistemático de transcrições de entrevistas, notas de campo e de 
outros materiais que foram sendo acumulados, com o objectivo de aumentar a própria 
compreensão desses mesmos materiais. O termo “dados” refere-se aos materiais em 
bruto que os investigadores recolhem do mundo que se encontram a estudar; são os 
elementos que formam a base da análise. Os dados também incluem aquilo que os outros 
criaram, segundo os mesmos autores, o processo de análise de dados é como um funil, as 
coisas estão abertas de início e vão-se tornando mais fechadas e específicas no extremo. 
  Atendendo ao carácter qualitativo da metodologia adoptada, a análise de dados 
assumiu um carácter predominantemente descritivo com vista a obter uma 
caracterização o mais completa possível das situações em estudo e uma melhor 
compreensão das mesmas, com o objectivo de responder às questões de investigação 
propostas.  
 Os dados foram recolhidos a partir da realização de um teste escrito e foram 
analisados com recurso sobretudo a técnicas de índole qualitativa. Estudaram-se as 
respostas dadas pelos alunos, codificando-as em correctas e incorrectas, e categorizando-
as em relação ao tipo de conflito subjacente à resposta. Completando a análise qualitativa 
dos dados, foi feita uma análise de pendor estatístico. 
  Esses registos foram sujeitos a várias leituras que visaram uma melhor análise e 
compreensão das situações de modo a proceder ao registo de possíveis interpretações e 
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destacar os aspectos mais relevantes. 
  O tratamento e análise de dados centraram-se no estudo das respostas dos alunos 
às questões (correctas, e incorrectas) descrevendo a rede de objectos (linguagem, 
conceitos, propriedades, procedimentos e argumentos) ligados a problemas de 
probabilidade condicionada, identificando e interpretando algumas das dificuldades e 
conflitos que os alunos apresentam na resolução. 
 Da análise dos dados, ou seja, dos materiais recolhidos obtêm-se os resultados da 
investigação que possibilitam o seu desfecho com a redacção de conclusões que 
permitem compreender o objecto de estudo de modo particular. Não é pretensão dizer 
que as conclusões possam adquirir o estatuto generalista, mas sim ampliar e sinalizar o 
conhecimento sobre o assunto em questão. 
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CAPÍTULO III – CONFIGURAÇÕES EPISTÉMICAS ASSOCIADAS A PROBLEMAS 
DE PROBABILIDADE CONDICIONADA 
 
 No âmbito de uma abordagem ontosemiótica, do ensino e aprendizagem da 
matemática, vamos analisar os tipos de objectos e relações entre os mesmos postos em 
jogo na solução correcta produzida por um “sujeito ideal”, isto equivale à elaboração da 
configuração epistémica associada à resolução das duas questões propostas. 
 A análise epistémica (significados de referência) de cada uma das questões, é 
efectuada segundo dois níveis distintos e complementares (Godino, Font & Wilhelmi  
2008). Em primeiro lugar identificam-se os objectos e suas relações primárias (linguagem, 
conceitos, proposições, procedimentos e argumentos postos em jogo), em seguida faz-se 
uma análise dos significados relativos à dimensão pessoal-institucional. 
  Estas configurações servirão como referência para o estudo das configurações 
cognitivas dos alunos participantes no estudo e formular hipóteses sobre potenciais 
conflitos semióticos. 
 
3.1. O desenvolvimento do tema Probabilidade Condicionada 
 O ensino do tema probabilidade condicionada decorreu ao longo de três blocos de 
90 minutos e teve início no dia 4 de Novembro de 2010, em consonância quer com 
orientações dadas na Brochura de Probabilidades e Combinatória (Ministério da 
Educação, 1999), do Departamento do Ensino Secundário, quer com os objectivos, 
metodologias, conteúdos e recomendações emanadas pelo Programa de Matemática de 
Ensino Secundário (Ministério Educação, 2002), quer com o previsto na planificação do 
Departamento de Matemática da escola para o 12º ano de escolaridade. No conjunto, 
estes documentos apresentam um currículo que ultrapassa as delimitações associadas a 
uma perspectiva tradicional do “documento oficial” e, pelo contrário, admitem um nível 
de interpretação e reformulação por parte dos professores com a construção de tarefas, 
elaboração de materiais e adaptação a situações concretas.  
 O conceito de probabilidade condicionada, objecto do presente estudo, foi 
leccionado pela professora e investigadora, ao longo de três blocos de 90 minutos. Na 
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primeira aula a professora começou por introduzir o conceito de probabilidade 
condicionada de forma formal, seguindo-se a resolução de exercícios e problemas de 
forma a consolidar o conceito apresentado. Na segunda aula foi introduzido o conceito de 
acontecimentos independentes e a axiomática das probabilidades, seguindo-se também a 
resolução de exercícios e problemas para consolidação de conceitos. A terceira aula foi 
dedicada à resolução de problemas de Exames Nacionais e Testes Intermédios 
cuidadosamente seleccionados de modo a que os alunos se familiarizassem com os 
diferentes tipos de problemas. 
 Em termos de recursos educativos, nas três aulas leccionadas sobre Probabilidade 
Condicionada e Acontecimentos Independentes utilizou-se, na primeira aula, uma ficha 
de trabalho para apresentação do tema, juntamente com o manual e caderno de 
actividades do mesmo como ferramenta fundamental, quer para o desenvolvimento da 
aula quer para a selecção dos exercícios a serem trabalhados na mesma ou propostos 
para trabalho de casa. 
 Na resolução dos problemas envolvendo probabilidades condicionadas, os alunos 
recorreram, quando conveniente, a tabelas, diagramas em árvore ou outros esquemas de 
forma a facilitar a identificação dos resultados possíveis e a contagem. Foram chamados a 
atenção para a importância de atribuir letras aos acontecimentos para assim poder 
representar e interpretar melhor as operações entre os acontecimentos e as 
probabilidades pedidas. Durante as aulas houve sempre a preocupação em envolver os 
alunos na exploração das tarefas, dando-lhes tempo para que as trabalhassem, 
formulassem as suas conjecturas e discutissem os resultados. 
 A recolha de dados usados no estudo foi efectuada através de um teste escrito, 
constituído por duas questões em formato de resposta aberta. A primeira questão foi 
retirada da conferência apresentada por Carmen Díaz no II Encontro de Probabilidades e 
Estatística na Escola, realizado na Universidade Minho em 2009, e utilizada por si num 
estudo. A segunda foi retirada do exame nacional de matemática de 2000 (ver anexo III). 
 Este teste foi aplicado em contexto de sala de aula, imediatamente depois da 
leccionação do tema, os alunos dispuseram de 60 minutos para responder ao teste, o que 
se revelou um tempo suficiente. Responderam ao teste os 22 alunos da turma. 
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3.2. Configuração epistémica da questão 1 
 3.2.1. Enunciado e solução da questão 1 
 Enunciado: 
 
1. Num centro médico realizou-se uma entrevista com um grupo de homens, obtendo-se 
os seguintes resultados: 
 Tem menos de 55 anos Tem mais de 55 anos Total 
Sofreu um ataque cardíaco 29 75 104 
Não sofreu ataque cardíaco 401 275 676 
Total 430 350 780 
s
 
Se escolhermos aleatoriamente uma dessas pessoas: 
a) Qual a probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
b) Qual a probabilidade que tenha mais de 55 anos e tenha sofrido um ataque cardíaco? 
c) Sabendo que a pessoa escolhida tem mais de 55 anos, qual a probabilidade que tenha 
sofrido um ataque cardíaco? 
d) Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual a probabilidade que tenha 
mais de 55 anos? 
 
(Questão retirada da conferência de Carmen Diaz no II Encontro de Probabilidades e Estatística, U. Minho 2009) 
 
Solução esperada: 
a) Comecemos por considerar o acontecimento:  
A : “ter sofrido um ataque cardíaco”. Então:   
 
b) Sejam os acontecimentos: 
A : “ter sofrido um ataque cardíaco” 
            B : “ter mais que 55 anos”, tem-se que: 
 
c) A : “ter sofrido um ataque cardíaco”   
            B : “ter mais que 55 anos 
 
                                                                                         
 
 
d) A : “ter sofrido um ataque cardíaco”;     
            B : “ter mais que 55 anos” 
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 3.2.2. Objectos e relações primárias 
 Na tabela seguinte, apresenta-se a configuração epistémica do problema. 
Observemos os objectos matemáticos que intervêm na solução do problema e as suas 
relações primárias. 
Tabela 3.1- Objectos e relações primárias da questão 1 
 
LINGUAGEM: 
 
Verbal (termos e expressões): 
- Acontecimentos 
- Intersecção de acontecimentos 
- Probabilidade simples 
- Probabilidade conjunta 
- Probabilidade condicionada 
- Cálculo de probabilidades 
 
Simbólica: 
- :A  “ter sofrido um ataque cardíaco” 
-  :B  “ter mais que 55 anos” 
- )(AP  
- )(BP  
- )( BAP   
- )/( BAP  
- )/( ABP
 
 
Numérica: 
- Cálculo de probabilidades 
- Operações com números racionais 
   Exemplo: 
              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: enunciado da questão 1 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Prévios:  
- Acontecimento simples e acontecimento condicionado 
- Espaço amostral 
- Intersecção de acontecimentos 
- Regra de Laplace 
- Probabilidade simples b), c), d)  
Emergentes:  
- Probabilidade simples a) 
- Probabilidade conjunta b) 
- Probabilidade condicionada c) e d) 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Prévios:  
- A probabilidade de qualquer acontecimento é um número 
compreendido entre 0 e 1 
Emergentes:  
- A probabilidade conjunta é diferente da probabilidade 
condicionada 
- A )/( BAP  é diferente da )/( ABP    
PROCEDIMENTOS 
- Interpretar dados em tabela 
- Identificar a probabilidade pedida 
- Calcular a probabilidade pedida: simples, conjunta e 
condicionada 
- Operar com números racionais 
 
ARGUMENTOS 
- Cálculo matemático (da probabilidade) 
 
A situação problema tem como objectivo potenciar a capacidade de leitura dos 
dados da tabela de dupla entrada e a compreensão da diferença entre os diversos tipos 
Motivação Resolução 
Justificação Fundamentação 
A 
j 
u 
d 
a 
 
E
x
p
r
e
s 
s
a 
 
52
5
780
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)( BAP
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de probabilidade. Pretende-se que o aluno calcule as seguintes probabilidades: 
probabilidade simples, probabilidade conjunta e probabilidade condicionada.  
 A linguagem utilizada no problema é a verbal (termos e expressões), simbólica 
(expressar acontecimentos) e numérica (cálculo de probabilidades). Estas devem 
constituir uma ajuda para a compreensão da situação-problema. É de referir que a 
situação-problema motiva a abordagem de conceitos/definições, 
propriedades/proposições, procedimentos, alguns já abordados no ensino básico 
(acontecimento, regra de Laplace, probabilidade simples e probabilidade conjunta). 
 Os procedimentos fundamentam os argumentos apresentados, os quais por sua 
vez justificam os procedimentos adoptados. O domínio destes conceitos/definições e 
propriedades /proposições, por parte dos alunos, vai permitir resolver o problema. 
 
 3.2.3. Possíveis conflitos cognitivos a encontrar 
 Na questão 1 os dados são apresentados numa tabela de dupla entrada. Pretende-
se investigar se os alunos calculam correctamente a probabilidade pedida, mais 
especificamente, estamos interessados em analisar a capacidade que os alunos têm em 
ler da tabela e identificar os dados necessários para calcular uma probabilidade simples 
(alínea a), uma probabilidade conjunta (alínea b) e uma probabilidade condicionada 
(alínea c e d). Portanto, o aluno para resolver o problema deve saber diferenciar diversas 
probabilidades e identificar quais os dados a que se refere cada um destes conceitos.  
 Algumas investigações recentes têm estudado o rendimento dos alunos no cálculo 
de probabilidades quando os dados são apresentados em tabelas de dupla entrada. É 
pertinente para o nosso estudo as investigações relacionadas com a probabilidade 
condicionada, como a de Falk (1986), que refere que muitos alunos não diferenciam a 
)/( BAP  da )/( ABP , que confundem a probabilidade condicionada com uma 
probabilidade simples ou com uma probabilidade conjunta ou ainda que interpretam 
erradamente a conjunção, Díaz e Fuente (2005). 
 Sabendo que todos os casos são equiprováveis, estas probabilidades podem ser 
calculadas sem o uso de fórmulas, com uma aplicação directa da regra de Laplace. 
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 A configuração epistémica desta questão, assim como a revisão de literatura 
ajudou a formular conjecturas sobre os potenciais conflitos cognitivos a serem 
comprovados ou não no capítulo seguinte (capítulo IV) e que a seguir se apresentam: 
 - Confundir probabilidade simples com conjunta; 
 - Confundir probabilidade simples com condicionada; 
 - Confundir probabilidade condicionada com conjunta; 
 - Confundir probabilidade condicionada com a sua inversa; 
 
3.3. Configuração epistémica da questão 2 
 3.3.1. Enunciado e solução da questão 2 
 Enunciado: 
2. Um estudo feito a uma certa marca de iogurtes revelou que: 
 
Se um iogurte está dentro do prazo de validade, a probabilidade de estar estragado é 0,005; 
Se um iogurte está fora do prazo de validade, a probabilidade de estar estragado é de 0,65. 
Considere que, num certo dia, uma mercearia tem dez iogurtes dessa marca, dos quais dois estão 
fora do prazo. Escolhendo, ao acaso, um desses iogurtes, qual a probabilidade de ele estar 
estragado? 
(Exame nacional 2000) 
 
Solução esperada:  
A resolução pode ser feita, pelo menos por dois processos: 
1º processo:                     
 Sejam os acontecimentos:           
   E : “o iogurte está estragado” 
  V : “o iogurte está dentro do prazo de validade”                                    
  V :“o iogurte está fora do prazo de validade” 
 
 
Como dois iogurtes em cada dez estão fora de prazo, 2,0
10
2
)( VP   e 8,0)( VP  
 
 
 
005,0)/( VEP 65,0)/( VEP
134,0
65,02,0005,08,0
)/()()/()(
)()()(




VEPVPVEPVP
VEPVEPEP
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2º processo: 
Construção e preenchimento de uma tabela de dupla entrada ou de um diagrama de 
árvore. 
 
2,0
10
2
)( VP            8,0)( VP        005,0)/( VEP          65,0)/( VEP   , pelo que  
004,0
005,08,0
)/()()(


 VEPVPVEP
                          
13,0
65,02,0
)/()()(


 VEPVPVEP
           
 
 
 
 V  V  Total 
    E  0,004 0,13 0,134 
    E     
Total   1 
        
 
 
 
 
    
 
Logo, a probabilidade de um iogurte estar estragado é de 0,134 
  
 3.3.2. Objectos e relações primárias 
 Na tabela seguinte, apresenta-se a configuração epistémica do problema. 
Observemos os objectos matemáticos que intervêm na solução do problema e as suas 
relações primárias. 
 
 
134,0
65,02,0005,08,0
)/()()/()(
)()()(


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Tabela 3.2- Objectos e relações primárias da questão 2 
LINGUAGEM: 
 
 Verbal (termos e expressões): 
- Acontecimentos 
- Designação de acontecimentos simples 
  e acontecimento contrário 
- Símbolos (intersecção e condicionada) 
- Intersecção de acontecimentos 
- Probabilidade simples 
- Probabilidade conjunta 
- Probabilidade condicionada 
- Cálculo de probabilidades 
 
Gráfica:  
- Diagrama de árvore 
- Tabela de dupla entrada 
 
Simbólica: 
- E : “o iogurte está estragado” 
- V : “o iogurte está dentro do prazo 
de validade” 
- )(VP  e  )(VP      
- )(EP           
- )/( VEP     e    )/( VEP    
- )/()()( VEPVPVEP   
- )/()()( VEPVPVEP   
- )()()( VEPVEPEP   
 
Numérica: 
- Cálculo de probabilidades 
- Operações com números racionais 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: enunciado da questão 2 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Prévios:  
- Acontecimento simples e acontecimento contrário 
- Regra de Laplace 
- Intersecção de acontecimentos 
- Probabilidade simples, probabilidade conjunta 
- Probabilidade condicionada 
Emergentes:  
- Regra do produto (probabilidade conjunta e dependência) 
- Probabilidade total 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Prévios:  
- A probabilidade de qualquer acontecimento é um número 
compreendido entre 0 e 1 
- A probabilidade conjunta é diferente da probabilidade 
condicionada 
- A )/( VEP  é diferente da )/( EVP   
- Regra do produto: 
       )/()()( VEPVPVEP   
      )/()()( VEPVPVEP   
Emergentes:  
Teorema probabilidade total: 
      )()()( VEPVEPEP   
PROCEDIMENTOS 
- Traduzir o problema de linguagem corrente para simbólica 
- Identificar os dados do problema a que se referem cada um 
dos acontecimentos 
- Usar correctamente a notação adequada 
-construir e preencher uma tabela dupla entrada ou um 
diagrama de árvore 
- Calcular a probabilidade simples, conjunta e condicionada   
- Identificar a probabilidade pedida (calcular a probabilidade 
total 
 
ARGUMENTOS 
- Cálculo matemático (da probabilidade) 
- Raciocínio dedutivo  
Motivação Resolução 
 Fundamentação Justificação 
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 Pretende-se que inicialmente identifique os dados a que se refere cada um dos 
acontecimentos, que use correctamente a notação adequada, utilize a regra do produto 
em acontecimentos dependentes e calcule a probabilidade pedida (calcular a 
probabilidade total). 
 As linguagens utilizadas no problema são simbólica (expressar acontecimentos), 
gráfica (uso de diagrama de árvore ou tabela de dupla entrada) e numérica (cálculo de 
probabilidades). A linguagem utilizada constitui uma ajuda para a compreensão da 
situação-problema. É de referir que a situação-problema serve de motivação (induz) à 
abordagem de conceitos/definições, propriedades/proposições, procedimentos. Os 
procedimentos adoptados, serviram de fundamento às justificações apresentadas. 
 A referida análise irá ajudar a formular conjecturas sobre os conflitos cognitivos 
dos alunos a serem comprovados ou não. 
 
 3.3.3. Possíveis conflitos cognitivos a encontrar 
 Na questão 2 os dados são apresentados em linguagem corrente, cujo objectivo 
era que os alunos calculassem o valor de uma probabilidade total quando são dados os 
valores da probabilidade condicionada. Efectivamente, pretendíamos verificar se os 
alunos interpretam o enunciado “se um iogurte está dentro do prazo de validade, a 
probabilidade de estar estragado é de 0,005” como sendo 005,0)/( VEP   e, “se um 
iogurte está fora do prazo de validade, a probabilidade de estar estragado é de 0,65” 
como sendo 65,0)/( VEP . Calculando assim o valor da probabilidade pedida, tendo em 
conta que o seu valor é o resultado da soma dos produtos das probabilidades que 
constituem os acontecimentos parciais. 
 Um dos principais obstáculos desta questão radica na dificuldade em exprimir os 
dados correctamente e expressar os diferentes acontecimentos apresentados no 
enunciado e as suas probabilidades usando a notação adequada. Os alunos poderão usar 
certas representações, como um diagrama de árvore, uma tabela de dupla entrada ou 
outra qualquer representação (icónica).  
 Estamos interessados em calcular a probabilidade de um iogurte estar estragado - 
)(EP . Assim, para resolver o problema o aluno deve entender que se trata de 
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acontecimentos dependentes, calculando uma probabilidade composta usando 
correctamente a regra do produto: )/()()( VEPVPVEP    e 
)/()()( VEPVPVEP   . Portanto, )()()( VEPVEPEP  .                         
 Em investigações experienciadas por Díaz (2007) uma das principais dificuldades 
encontradas pelos alunos ao resolverem esta questão começaria por uma identificação 
incorrecta dos acontecimentos a que se referem o problema e as suas probabilidades, 
confusão entre probabilidade conjunta e probabilidade condicionada, confusão entre 
probabilidade condicionada com a sua inversa.    
 A configuração epistémica desta questão coadjuvou a formular conjecturas sobre 
os potenciais conflitos cognitivos a serem confirmados ou não no capítulo seguinte 
(capítulo IV) e que a seguir se apresentam: 
 - Confundir probabilidade condicionada com conjunta; 
 - Confundir probabilidade condicionada com a sua inversa; 
 - Confundir acontecimentos dependentes com independentes; 
 - Usar incorrectamente a regra do produto em acontecimentos dependentes; 
 - Usar incorrectamente o teorema da probabilidade total. 
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CAPÍTULO IV – ANÁLISE E DISCUSSÃO DE DADOS   
   
 Recolhidos os dados procedeu-se à sua análise e discussão, de forma a encontrar 
respostas às questões de investigação. Realiza-se uma análise semiótica das respostas 
para inferir os objectos e processos matemáticos que o aluno usa na sua solução.  
 Assim, organizamos este capítulo em três secções. Na primeira secção 
apresentamos os resultados estatísticos obtidos pelos alunos no teste efectuado, bem 
como uma categorização do tipo de respostas dadas. Na segunda secção, centramo-nos 
nas configurações cognitivas. Expomos, através de exemplos significativos, algumas 
resoluções propostas pelos alunos, tanto ao nível das soluções correctas como das 
incorrectas. Realizamos uma análise dos conhecimentos postos em jogo na resolução das 
questões com o enfoque nos objectos matemáticos e suas relações primárias (situação-
problema, linguagem, conceitos, proposições, procedimentos e argumentos).  
 Finalmente, em síntese, procedemos a uma análise dos objectos e relações 
primárias.  
 
4.1. Questão 1 
 4.1.1. Apresentação e análise dos resultados obtidos na turma  
 Esta questão, constituída por quatro alíneas, envolve os conceitos de 
probabilidade simples, probabilidade conjunta e probabilidade condicionada. Pretendia-
se investigar se os alunos identificavam os diferentes tipos de probabilidade a partir de 
dados apresentados numa tabela de dupla entrada.  
 Usando a nomenclatura do enunciado e, considerando os acontecimentos :"A  ter 
sofrido um ataque cardíaco” e :"B ter mais de 55 anos”, pretendia-se determinar )(AP  
em 1a), )( BAP   em 1b), )/( BAP  em 1c) e )/( ABP  em 1d). Mais especificamente, 
estamos interessados em saber se os alunos sabem ler a tabela e identificar os dados 
necessários para calcular os diferentes tipos de probabilidade pedida. Pretendíamos, 
também, analisar os conhecimentos matemáticos postos em jogo na resolução do 
problema proposto, identificando os conceitos, propriedades, procedimentos, linguagem 
e argumentos usados. 
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 Analisámos as respostas a cada um dos itens e, relativamente às respostas dos 
alunos, classificámo-las em correctas e incorrectas. Considerou-se que as respostas dadas 
pelos alunos eram correctas se traduziam o valor exacto para a probabilidade pedida. 
Seguidamente, determinámos as percentagens e as frequências absolutas destes dois 
tipos de respostas que resumimos em tabelas. Na tabela 4.1 apresentam-se as respostas 
dadas pelos alunos a esta questão. 
Tabela 4.1- Respostas, em percentagem, dos alunos à questão 1 
Percentagem de respostas correctas (n=22) 
Alínea Percentagem 
a) Cálculo de )(AP  90,9 
b) Cálculo de )( BAP   81,8 
c) Cálculo de )/( BAP  63,6 
d) Cálculo de )/( ABP  68,2 
 
 Por observação da tabela, é possível constatar que 90,9% dos alunos responderam 
correctamente ao cálculo da probabilidade simples. No conjunto das três últimas alíneas, 
ao analisar as respostas dos alunos, verificou-se que estes tiveram dificuldades: em 
extrair da tabela a informação adequada, seja ao nível dos casos favoráveis, dos casos 
possíveis ou de ambos; ao confundiram probabilidade conjunta com probabilidade 
condicionada e ao inverteram a probabilidade condicionada. Na tabela 4.2 apresentam-se 
a classificação das respostas. 
Tabela 4.2- Frequência das respostas às quatro alíneas 
 Alíneas 
Respostas dos alunos (n=22) a) )(AP  b) )( BAP   c) )/( BAP  d) )/( ABP   
)(AP  20*    
)( BAP    18* 2  
)/( BAP   2 14* 5 
)/( ABP    4 15* 
Não identifica os dados na tabela 2 2 2 2 
* Resposta Correcta  
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 Por observação da tabela anterior verifica-se que 20 alunos responderam 
correctamente ao valor da probabilidade pedida na alínea a). Relativamente ao valor da 
probabilidade conjunta pedido na alínea b) salienta-se que 4 alunos responderam 
incorrectamente à questão não identificando correctamente os dados na tabela ou 
porque confundiram probabilidade conjunta com probabilidade condicionada. Nas alíneas 
c) e d) pediam-se valores de probabilidades condicionadas. Como podemos verificar na 
tabela anterior, as respostas erradas resultaram de dificuldades em identificar na tabela 
os dados adequados, confundirem probabilidade condicionada com probabilidade 
conjunta ou confundirem a probabilidade condicionada com a sua inversa. Nestas duas 
alíneas já são notórias as dificuldades sentidas pelos alunos. 
 De seguida apresentam-se alguns conflitos experienciados pelos alunos ao 
resolverem a questão e que podemos classificar em relação ao quadro teórico: 
 - confusão entre probabilidade conjunta e probabilidade condicionada; 
 - confusão entre probabilidade condicionada e a sua inversa, 
 - dificuldades em  ler e interpretar dados na  tabela de dupla entrada. 
 
 4.1.2. Configurações cognitivas apresentadas pelos alunos  
 Nesta secção propomo-nos conhecer com mais detalhe as estratégias de 
resolução que os alunos seguiram, as interpretações dos enunciados, as dificuldades que 
sentiram. Apresenta-se a descrição dos processos de solução adoptados pelos alunos na 
resolução das quatro alíneas desta questão, isto é, as configurações cognitivas expressas 
na realização desta questão. 
  
 Alínea a) Qual a probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
 Analisando as respostas dadas pelos alunos, verificámos que apenas 9,1% dos 
alunos (2 alunos) responderam incorrectamente à questão. Das respostas incorrectas 
salienta-se a resposta dada pelo aluno A22. 
 
 
Figura 4.1 – Resolução da questão 1a) pelo aluno A22 
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 A detereminação  incorrecta dos casos favoráveis (procedimento) conduziu o 
aluno a um resultado errado, que considerou para os casos favoráveis os 75 homens que 
sofreram um ataque cardíaco e têm mais de 55 anos, o que corresponde a determinar a 
probabilidade conjunta. 
 A linguagem utilizada nesta configuração é característica dos procedimentos 
numéricos do cálculo matemático da probabilidade. Também a regra de Laplace 
(conceito) está implícita na resolução. 
 No que se refere às respostas correctas apresentadas pelos alunos, apresentamos 
o seguinte exemplo: 
 
 
 
 
Figura 4.2 – Resolução da questão 1a) pelo aluno A10 
  
 O aluno começa por interpretar os dados do problema identificando 
correctamente as variáveis do enunciado (conceito) e introduz uma notação simbólica 
(linguagem) para designar o acontecimento “sofrer um ataque cardíaco”. De seguida, 
calcula correctamente a probabilidade simples (procedimento) e aplica correctamente a 
regra de Laplace (conceito). 
 
 Alínea b) Qual a probabilidade que tenha mais de 55 anos e tenha sofrido um 
ataque cardíaco? 
 Os exemplos que se seguem ilustram algumas respostas dadas pelos alunos nesta 
alínea. 
 Respostas correctas apresentadas pelos alunos 
 
Figura 4.3 – Resolução da questão 1b) pelo aluno A1 
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 Verificamos que o aluno A1 identificou e calculou correctamente o valor da 
probabilidade conjunta pedida (conceitos e propriedades). Revela facilidades ao nível dos 
procedimentos utilizados, no entanto, a linguagem aplicada é essencialmente verbal. Os 
argumentos foram de natureza empírica, caracterizada pelo cálculo matemático de 
probabilidade. Neste exemplo, o aluno mostra saber o que é a probabilidade conjunta, 
mas não utiliza uma linguagem simbólica. 
 
 Respostas incorrectas apresentadas pelos alunos 
 As resoluções apresentadas mostram o cálculo da probabilidade conjunta, onde os 
alunos evidenciaram alguma dificuldade em seleccionarem os dados adequados; 
efectuarem correctamente os cálculos ou interpretarem correctamente a probabilidade 
pedida. De seguida, apresentam-se alguns conflitos encontrados pelos alunos ao 
resolverem esta alínea e que podemos classificar de acordo com a revisão de literatura. 
 
→ Dificuldades em ler e interpretar dados da tabela 
  
 
 
 
 
 
 
Figura 4.4 – Resolução da questão 1b) pelo aluno A11 
 
 Na resposta apresentada, o aluno A11 não traduziu o problema para linguagem de 
probabilidades (simbólica). O valor incorrecto obtido traduz-se, pela interpretação errada 
dos casos possíveis (procedimento). Considera que o espaço amostral (conceito) é 
formado pelos elementos constituintes do universo dos homens com mais de 55 anos. 
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→ Confusão entre probabilidade conjunta e probabilidade condicionada 
 De seguida apresentam-se dois exemplos elucidativos onde os alunos 
confundiram estes dois tipos de probabilidade. 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.5 - Resolução da questão 1b) pelo aluno A4 
 
 Nesta alínea pedia-se para determinar o valor de uma probabilidade conjunta 
(procedimento). O aluno A4 começa por utilizar uma linguagem simbólica e verbal para 
representar os acontecimentos, por exemplo a letra C para representar a expressão 
“sofrer um ataque cardíaco”. Ao traduzir o problema de linguagem corrente para 
linguagem de probabilidades encontra uma dificuldade, não identificou a probabilidade 
pedida como uma probabilidade conjunta, considerando-a como uma probabilidade 
condicionada (propriedades e conceitos). No entanto, verificamos que o aluno retirou 
correctamente os dados da tabela (procedimento), mas estes dados são referentes à 
probabilidade conjunta pedida no enunciado. Os argumentos utilizados baseiam-se nas 
propriedades-proposições das probabilidades. 
 
Figura 4.6 – Resolução da questão 1b) pelo aluno A14 
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 Das respostas incorrectas, destaca-se a resolução apresentada pelo aluno A14. Este 
aluno não conseguiu traduzir correctamente o problema para linguagem simbólica da 
probabilidade, não identificando a probabilidade pedida como a probabilidade conjunta 
(conceito). O aluno interpreta a probabilidade pedida como sendo a probabilidade de ter 
sofrido um ataque cardíaco sabendo que a pessoa escolhida tem mais de 55 anos. No 
entanto, revela facilidade ao nível dos procedimentos utilizados no problema, pois aplica 
correctamente a fórmula da probabilidade condicionada. Os resultados foram 
encontrados mediante argumentações verbais ou baseadas no cálculo numérico. 
  Uma questão aparentemente simples tem uma grande complexidade, como se 
mostra na configuração apresentada pelo aluno que confunde probabilidade conjunta 
com condicionada, conflito que o levou a encontrar uma solução errada. Apresenta 
dificuldades a nível de conceitos e propriedades.  
 
 Alínea c) Sabendo que a pessoa escolhida tem mais de 55 anos, qual a 
probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
 Nos exemplos que seguem encontra-se algumas respostas dadas pelos alunos 
nesta alínea. 
 Respostas correctas apresentadas pelos alunos 
 
 
 
 
Figura 4.7 – Resolução da questão 1c) pelo aluno A9 
 
 O aluno começa por interpretar os dados do problema identificando 
correctamente as variáveis do enunciado (conceito) e introduz uma notação simbólica 
para designar os acontecimentos (linguagem). De seguida, traduz correctamente o 
problema para linguagem da probabilidade condicionada (procedimento) e aplica 
correctamente a fórmula da probabilidade condicionada (definição). Mostra que 
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compreende o conceito de probabilidade condicionada. Usa representação verbal, 
simbólica e numérica para justificar as suas conclusões. Aplica correctamente o algoritmo 
do cálculo da probabilidade. 
 
 Respostas incorrectas apresentadas pelos alunos 
 As resoluções apresentadas exibem a determinação da probabilidade 
condicionada, onde já são notórias as dificuldades dos alunos. De seguida, apresentam-se 
alguns conflitos encontrados pelos alunos ao resolverem esta alínea e que podemos 
classificar de acordo com o quadro teórico. 
 
→ Dificuldades em ler e interpretar dados da tabela 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.8 – Resolução da questão 1c) pelo aluno A6 
 
 O aluno começa por interpretar os dados do problema identificando 
correctamente as variáveis do enunciado (conceito) e introduz uma notação simbólica 
para designar os acontecimentos presentes no enunciado. De seguida, traduz 
correctamente o problema para linguagem da probabilidade condicionada 
(procedimento) e enuncia correctamente a fórmula da probabilidade condicionada 
(propriedade).  
 Na resposta do aluno a esta alínea, os erros surgem ao calcular a )(AP  onde 
determina incorrectamente os casos favoráveis (procedimento) e, no cálculo de 
)( ABP   onde determina incorrectamente os casos possíveis. Na resposta apresentada, 
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o aluno mostra saber equacionar o problema e enuncia correctamente a probabilidade 
condicionada (propriedade). Os erros cometidos levaram o aluno a encontrar um valor 
errado para a probabilidade pedida.  
 
→ Confusão entre probabilidade conjunta e condicionada 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.9 – Resolução da questão 1b) e 1c) pelo aluno A19 
 
 Neste exemplo achámos útil e conveniente apresentar em simultâneo a resolução 
desta duas alíneas. Assim, na alínea 1b) onde se pedia para determinar o valor de uma 
probabilidade conjunta, o aluno apresenta o valor da probabilidade de “ter um ataque 
cardíaco, sabendo que tem mais de 55 anos”, isto é, o valor da probabilidade 
condicionada. Relativamente à alínea c), o aluno traduz, também, incorrectamente a 
probabilidade pedida, obtendo como resposta para a probabilidade o valor 
350
75
 , sendo o 
mesmo resultado obtido na alínea anterior. A obtenção deste valor foi aceite pelo aluno 
sem qualquer reparo, o que mostra falta de análise crítica.  
 Nas respostas apresentadas pelo aluno A19 é clara a confusão entre probabilidade 
conjunta e probabilidade condicionada (propriedades e conceitos). Este conflito levou o 
aluno a encontrar uma solução errada para probabilidade pedida, apresenta dificuldades 
a nível de conceitos e propriedades. A linguagem utilizada foi descritiva, mediante 
argumentações do tipo verbal, simbólica e numérica. 
 Os resultados sugerem que a identificação dos objectos matemáticos implícitos 
nesta questão não foi fácil para o aluno.  
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→ Confusão entre probabilidade condicionada e sua inversa 
 As resoluções apresentadas exemplificam o cálculo da probabilidade 
condicionada, onde são notórias as dificuldades dos alunos.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.10 – Resolução da questão 1c) pelo aluno A7 
 
 Ao traduzir o problema de linguagem corrente para linguagem de probabilidades 
o aluno revelou dificuldade, não identificando correctamente o acontecimento 
condicionante e acontecimento condicionado, confundindo a probabilidade condicionada 
com a sua inversa (conceitos e propriedades). O aluno ao escrever )/( BAP refere-se à 
probabilidade de uma pessoa de ter mais de 55 anos, sabendo que sofreu um ataque 
cardíaco, que para esta alínea não está correcto. 
 Como podemos observar o aluno A7 revela que sabe aplicar a fórmula da 
probabilidade condicionada (procedimento), no entanto, encontra um conflito ao traduzir 
o problema para linguagem de probabilidade condicionada (conceito). 
 
 Alínea d) Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual a 
probabilidade que tenha mais de 55 anos? 
 Das respostas dadas pelos alunos a esta alínea apresentamos, de seguida, alguns 
exemplos que seleccionámos. 
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 Respostas correctas apresentadas pelos alunos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.11 – Resolução da questão 1d) pelo aluno A11 
 
 A solução correcta apresentada mostra que o aluno A11 compreende a definição 
de probabilidade condicionada (conceito) como o valor do quociente entre 
)(
)(
BP
BAP 
 
(propriedade). Usa uma linguagem verbal, simbólica e numérica, começando por usar 
letras para designar os acontecimentos e, de seguida, utiliza uma notação adequada para 
a probabilidade pedida. É expressiva a resolução apresentada por este aluno. 
 
 Respostas incorrectas apresentadas pelos alunos 
 Relativamente a esta alínea, destacamos as seguintes respostas apresentadas 
pelos alunos, onde se registam alguns conflitos identificados na revisão de literatura. 
 
→ Dificuldades em ler e interpretar dados da tabela 
 
 
 
 
Figura 4.12 – Resolução da questão 1d) pelo aluno A3 
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 Da solução apresentada, vimos que o aluno A3 traduz correctamente o valor da 
probabilidade pedida (procedimento), mas não interpretou correctamente os dados da 
tabela no que se refere à probabilidade de )( CIP   (conceito), o que a levou a 
encontrar um valor errado para a probabilidade condicionada pedida. A linguagem 
utilizada é do tipo verbal, simbólica e numérica, isto também pode ser visto quando 
argumenta. 
 
→ Confusão entre probabilidade condicionada e sua inversa 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.13 – Resolução da questão 1c) e 1d) pelo aluno A21 
 
 A inversão da probabilidade condicionada é visível na resolução apresentada pelo 
aluno A21, quer na alínea 1c) quer na 1d). O aluno confundiu a probabilidade de “ter um 
ataque cardíaco, sabendo que tem mais de 55 anos” com a probabilidade “ter mais de 55 
anos, sabendo que sofreu um ataque cardíaco”. Este aluno revela facilidade a nível de 
procedimentos, mas revela um obstáculo ao nível quer ao nível da linguagem, quer com 
do conceito da probabilidade condicionada.  
 Um dos principais conceitos protótipos envolvidos nesta configuração tem a ver 
com a definição de probabilidade condicionada e, neste exemplo vê-se que a tradução do 
problema de linguagem corrente para a linguagem simbólica de probabilidade motiva um 
conflito.  
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Figura 4.14 – Resolução da questão 1d) pelo aluno A18 
 
 Mais uma vez, no caso do aluno A18, traduziu erradamente a probabilidade 
pretendida, trocando a ordem dos acontecimentos. O aluno ao escrever )/( TAP  refere-
se à probabilidade de uma pessoa sofrer um ataque cardíaco sabendo que tem mais do 
que 55 anos.  
 Falk (1986) sugere que muitos alunos não discriminam adequadamente as duas 
direcções da probabilidade condicionada )/( BAP e )/( ABP  e denominou este erro de 
“falácia da condicional transposta”. Este autor refere, ainda, que algumas das dificuldades 
que os alunos enfrentam com a compreensão da probabilidade condicionada podem 
estar relacionados com as dificuldades na compreensão da linguagem presente nos 
enunciados. 
 
 4.1.3. Síntese: objectos e relações primárias  
 Analisemos os objectos e as suas relações primárias que intervêm na solução da 
situação-problema elaborada pelos alunos. A linguagem utilizada foi a verbal, simbólica e 
numérica. Alguns começaram por usar letras para designar os acontecimentos e de 
seguida usaram uma notação adequada para a probabilidade pedida em cada uma das 
quatro alíneas. 
  A simbólica foi usada como ajuda para a identificação do tipo de probabilidade 
pedida. Houve alunos que optaram por uma linguagem simbólica quer para expressar a 
probabilidade a que se refere o enunciado, quer para encontrar a solução do problema. 
Alguns utilizaram de forma correcta a simbologia ligada aos diferentes conceitos de 
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probabilidade. A situação-problema motivou a abordagem de conceitos. Aplicaram os 
conceitos prévios, nomeadamente: acontecimento simples, intersecção de 
acontecimentos, regra da Laplace e probabilidade simples. Ainda em relação aos 
conceitos emergentes, o problema proposto permitiu definir probabilidade simples 
(alínea a), probabilidade conjunta (alínea c) e probabilidade condicionada (alíneas c e d).  
 Aplicaram, também, as propriedades implícitas nesta questão: a regra de Laplace, 
identificaram a probabilidade conjunta e probabilidade condicionada.    
 Quanto aos procedimentos adoptados, os alunos após a leitura do enunciado da 
situação-problema, identificaram a probabilidade pedida usando a notação simbólica. 
Alguns revelaram dificuldades em extrair dados da tabela, outros manifestaram 
dificuldades em traduzir o problema de linguagem corrente para a linguagem das 
probabilidades. 
 Os alunos mostraram-se familiarizados com o conceito de probabilidade simples, 
já no que se refere à probabilidade conjunta e condicionada envolvidos na situação 
problema registam-se alguns conflitos. 
 Os argumentos utilizados foram de natureza empírico caracterizada pelo cálculo 
matemático de probabilidade. 
 
4.2. Questão 2 
  4.2.1. Apresentação e análise dos resultados obtidos na turma  
 Esta questão centra-se na determinação da probabilidade total quando são dados 
valores da probabilidade condicionada. Pretende-se determinar  
)()()( VEPVEPEP  . Assim, os alunos numa primeira etapa deverão recorrer à 
regra do produto, considerando os acontecimentos dependentes, para poder determinar 
a probabilidade conjunta considerando que o valor da probabilidade pedida resultava da 
soma das probabilidades que constituem os acontecimentos parciais. 
  Pretendia-se, ainda, analisar se os alunos revelavam obstáculos e dificuldades na 
compreensão da linguagem presente no enunciado identificando as probabilidades dadas 
no enunciado como sendo valores de probabilidade condicionada. 
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 Usando a terminologia do enunciado e considerando os acontecimentos “E : o 
iogurte está estragado”, “V : o iogurte está dentro do prazo de validade” e “V : o iogurte 
está fora do prazo de validade”, considerou-se resposta correcta a esta questão quando 
os alunos apresentavam o valor correcto para a probabilidade pedida. 
 Analisámos as respostas dadas a esta questão para conseguir uma categorização 
e, relativamente às respostas dos alunos classificámo-las em correctas e incorrectas. Nas 
tabelas seguintes apresentam-se as respostas dadas. 
 
Tabela 4.3- Respostas, em percentagem, dos alunos à questão 2 
Probabilidade pedida Percentagem de respostas correctas (n= 22) 
)(EP  50% 
 
 
Tabela 4.4- Frequência das respostas dos alunos 
Resposta incorrecta de )(EP  Frequência 
R1: O aluno confundiu )/( VEP  com )( VEP    e )/( VEP  com )( VEP   4 
R2: O aluno confundiu )/( VEP  com )/( EVP   e )/( VEP  com )/( EVP  1 
R3: O aluno confundiu )(EP  com )( VEP   3 
R4: O aluno confundiu )(EP  com )/( VEP  2 
R5: O aluno confundiu )(EP  com  )/( EVP   1 
 
 Por observação da tabela, verifica-se que 11 alunos responderam correctamente 
ao valor da probabilidade pedida. As respostas erradas resultaram principalmente da 
confusão entre probabilidade condicionada e conjunta (4 em 22 alunos), 1 inverteu a 
probabilidade condicionada e 6 alunos consideraram a probabilidade total como sendo 
uma probabilidade condicionada ou uma probabilidade conjunta. 
 Analisando as grelhas de registo e as justificações dos alunos, verifica-se que estes 
recorreram à regra do produto e ao teorema da probabilidade total para determinar a 
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probabilidade pedida, apoiando-se alguns deles na construção de uma tabela de dupla 
entrada (11em 22 alunos) e na construção de um diagrama de árvore (1 aluno).  
 
4.2.2. Configurações cognitivas apresentadas pelos alunos  
 Respostas correctas apresentadas pelos alunos 
 Na figura seguinte transcrevemos uma resposta correcta a esta questão. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4. 15– Resolução da questão 2 pelo aluno A2 
 
 Este aluno usa no seu processo de resolução diversos tipos de objectos que 
descrevemos na configuração epistémica. Assim, o aluno começa por interpretar os dados 
do problema identificando correctamente as variáveis do enunciado (conceito) e introduz 
uma notação simbólica para designar os acontecimentos presentes no enunciado 
(linguagem). Por exemplo, a letra D para representar a expressão “dentro do prazo de 
validade” e a letra E para representar a expressão “estar estragado”. 
 A construção de um diagrama de árvore (procedimento) foi o método utilizado 
para dispor os valores, usando de seguida a expressão da probabilidade total 
(propriedade) para determinar o valor da probabilidade pedida. Retirou correctamente 
do diagrama de árvore os valores das probabilidades )/()()( DEPDPDEP    e de 
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)/()()( DEPDPDEP   (proposição). Entendeu o significado das várias probabilidades 
que intervêm na fórmula da probabilidade total, a sua resposta revela uma boa 
compreensão dos conceitos de probabilidade. Apresenta um argumento dedutivo que 
contém um processo de síntese dos cálculos realizados e relações observadas. Realiza 
uma série de processos de particularização de vários conceitos e propriedades ao 
problema em particular.  
 De seguida apresenta-se outra resposta correcta a esta questão. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.16 – Resolução da questão 2 pelo aluno A8 
 
 O aluno A8 começa por usar uma linguagem verbal e simbólica para representar os 
acontecimentos. Traduziu correctamente o problema de linguagem corrente para a 
linguagem de probabilidades, como se pode verificar pela expressão “se um iogurte está 
dentro do prazo de validade, a probabilidade de estar estragado é 0,005” como sendo 
005,0)/( VEP  (procedimento). Na sua resposta é clara a distinção entre probabilidade 
conjunta e probabilidade condicionada (propriedades e conceitos). 
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 A construção de uma tabela de dupla entrada (procedimento) foi um dos métodos 
escolhidos pelo aluno para organizar os dados. Ainda é de registar na resolução deste 
aluno a utilização da fórmula da probabilidade condicionada para de seguida determinar 
a probabilidade conjunta de forma a preencher a primeira coluna da tabela. Por último, 
verificamos que o aluno é capaz de realizar argumentações para validar os passos que 
seguiu na sua resolução, aplicar um argumento dedutivo que contém um processo de 
síntese de cálculos realizados e relações observadas. 
 
 Respostas incorrectas apresentadas pelos alunos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4. 17– Resolução da questão 2 pelo aluno A3 
 
 Na solução apresentada podemos observar que o aluno A3 revelou dificuldade ao 
traduzir o problema de linguagem corrente para linguagem matemática. Não identifica 
correctamente o acontecimento condicionante e acontecimento condicionado 
confundindo a probabilidade condicionada com a sua inversa. O aluno, por exemplo, 
deveria escrever 005,0)/( AEP , que representa a probabilidade de um iogurte estar 
estragado sabendo que está dentro do prazo de validade. 
 Revelou facilidade ao nível de alguns procedimentos utilizados no problema, por 
exemplo, aplicando a fórmula da probabilidade total, apesar de não identificar 
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correctamente a probabilidade condicionada pedida, confundindo )/( EAP  com )/( AEP  e 
)/( AEP  com )/( EAP . Este conflito que levou o aluno a encontrar uma solução errada 
para probabilidade pedida. Apresenta dificuldades a nível de conceitos e propriedades.   
 Muitos alunos não discriminaram adequadamente a )/( EAP  com )/( AEP , um 
erro que foi descrito Falk (1986) e denominou este erro de “falácia da condicional 
transposta”. 
 Acreditamos que os alunos trocam essas probabilidades por encontrarem 
dificuldades com a notação e/ou conceito da probabilidade condicionada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.18 – Resolução da questão 2 pelo aluno A19 
 
 Das respostas incorrectas dadas pelos alunos a esta questão, destaca-se também 
o exemplo apresentado. O aluno começou por introduzir uma notação simbólica 
(linguagem) para representar os acontecimentos, estabelecendo uma correspondência 
entre letras e expressões verbais do enunciado (procedimento). Traduziu de forma 
incorrecta o problema por exemplo: “se um iogurte está dentro do prazo de validade, a 
probabilidade de estar estragado é 0,005”, que se refere a uma probabilidade 
condicionada e o aluno escreve-a como sendo 005,0)( VEP  (propriedade).  
 Analisando o método utilizado na resolução desta questão, verificamos que o 
aluno recorreu à construção de uma tabela de contingência para registar os dados 
(procedimento). Colocou na primeira linha os valores correspondentes à probabilidade da 
intersecção (valores errados) e finalmente calculou o valor da probabilidade total, 
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aplicando o teorema da probabilidade total (propriedade), apesar de não traduzir o 
significado das várias probabilidades que intervêm na fórmula da probabilidade total.  
 Um dos principais obstáculos experienciados por este aluno traduziu-se na 
confusão entre probabilidade condicionada e probabilidade conjunta (propriedades), o 
qual produziu um conflito semiótico que originou uma solução final errada. Pode 
conjecturar-se que esta dificuldade/engano poderá ser resultado de uma interpretação 
incorrecta do enunciado ou se a dificuldade está na compreensão do conceito de 
probabilidade condicionada.  
 Este conflito que foi encontrado na revisão de literatura e foi descrito por 
Totohasina (1992), Falk (1986) e Díaz (2007). 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.19 – Resolução da questão 2 pelo aluno A12 
 
 Das respostas incorrectas que obtivemos encontramos alunos que identificaram a 
probabilidade pedida como uma probabilidade conjunta. Este aluno interpretou a 
probabilidade de um iogurte estar estragado (probabilidade total) como sendo a 
probabilidade de um iogurte estar estragado e estar fora da validade, isto é, 
)()( VEPEP   (propriedade). Este erro não está descrito nas investigações prévias. 
 Verificamos que o aluno A12 mostra uma má compreensão dos conceitos e 
propriedades implícitas na resolução desta questão, não conseguindo identificar os dados 
do problema a que se referem cada um dos acontecimentos. 
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Figura 4.20 – Resolução da questão 2 pelo aluno A14 
 
 Das respostas incorrectas dadas destacamos também a resposta apresentada. O 
aluno começou por introduzir uma notação simbólica (linguagem) para representar os 
acontecimentos presentes no enunciado (procedimento). Traduziu de forma incorrecta o 
problema, interpretando a probabilidade de um iogurte estar estragado como sendo a 
probabilidade de um iogurte estar estragado estar fora da validade sabendo que está 
estragado, isto é, )/()( EVPEP   (propriedade). Este erro não está descrito nas 
investigações prévias. 
 Analisando o método utilizado na resolução desta questão, verificamos que, o 
aluno recorreu à construção de uma tabela de contingência para registar os dados 
(procedimento). Colocou na primeira linha os valores correspondentes à probabilidade da 
intersecção, valores errados, uma vez que o aluno também confundiu a probabilidade 
condicionada com probabilidade conjunta (propriedades). 
 Finalmente, calculou o valor da probabilidade )/( EVP  com sendo a probabilidade 
pedida. Verificamos que este aluno mostra uma má compreensão dos conceitos e 
propriedades implícitas na questão. 
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 4.2.3. Síntese: objectos e relações primárias     
 Os alunos nas soluções apresentadas utilizaram, em primeiro lugar, uma 
linguagem verbal e simbólica para representar os acontecimentos. A linguagem constitui 
uma ajuda para resolver a situação-problema.  
 Um segundo passo utilizado por alguns foi a construção de um diagrama de árvore 
ou a construção e preenchimento de uma tabela de dupla entrada, adequado para 
representar a situação problema. O problema motiva, ainda, a abordagem dos conceitos: 
acontecimento simples, acontecimento contrário, regra de Laplace, intersecção de 
acontecimentos, probabilidade simples, conjunta, condicionada, regra do produto e 
probabilidade total. 
 Nas resoluções apresentadas alguns alunos abordaram as seguintes 
propriedades/proposições: )/()()( VEPVPVEP  ,  
e (teorema da probabilidade total). Os alunos que 
determinaram correctamente o valor da probabilidade total pedida entenderam que se 
trata de acontecimentos dependentes e, compreenderam também o significado das 
várias probabilidades que intervêm na fórmula da probabilidade total.  
 A nível de procedimentos, os alunos seguiram a sequência: traduzir o problema de 
linguagem corrente para simbólica, construir um diagrama de árvore ou uma tabela, 
identificar e calcular a probabilidade pedida. 
  Alguns revelaram facilidades ao nível dos procedimentos utilizados no problema, 
não se registando qualquer tipo de conflito, enquanto outros manifestaram dificuldades 
quer ao nível dos conceitos, quer ao nível dos procedimentos. A linguagem utilizada no 
enunciado tornou-se uma dificuldade para alguns alunos. 
 A justificação apresentada fundamenta-se nos procedimentos e foi de natureza 
dedutiva, contendo um processo de síntese de cálculos realizados e relações observadas. 
Os argumentos descritos baseiam-se em deduções de propriedades ou relação entre 
conceitos. Os procedimentos apresentados basearam-se na construção de um diagrama 
de árvore ou tabela de dupla entrada.  
 
 
 
)/()()( VEPVPVEP 
)()()( VEPVEPEP 
 
77 
 
CAPÍTULO V – CONCLUSÕES 
 
 Para finalizar este trabalho de investigação começamos por uma breve síntese do 
estudo realizado e apresentamos as principais conclusões, organizadas em função das 
questões de investigação formuladas, tendo em conta o enquadramento teórico que o 
sustenta. De seguida, são apontadas algumas contribuições e limitações do estudo e, 
finalmente, evidenciamos algumas sugestões para futuras investigações.  
 
5.1. Síntese do estudo 
 O presente estudo teve como principal objectivo analisar o objecto matemático 
“probabilidade condicionada”, mostrando e descrevendo a rede de objectos (linguagem, 
conceitos, propriedades, procedimentos e argumentos) intervenientes e emergentes na 
realização das situações-problema com que os alunos foram confrontados, no sentido de 
analisar e compreender essas relações. Aplicámos as ferramentas conceptuais do enfoque 
ontosemiótico (EOS) (Godino, 2002) baseadas no tipo de objectos primários e relações 
entre os mesmos. Analisámos as configurações cognitivas expressas pelos alunos na 
realização das questões propostas, o que nos permitiu formular algumas conjecturas e 
tecer algumas reflexões. 
 De modo a obter resposta aos objectivos definidos e a ver respondidas as 
questões de investigação colocadas no início do trabalho, em termos de desenho de 
investigação, usámos uma metodologia qualitativa na modalidade de estudo de caso, 
(Bogdan & Biklen, 1994), aplicada à turma que participou no estudo. Neste âmbito, foram 
estabelecidas as duas seguintes questões de investigação: 
3- Que relação estabelecem os alunos entre linguagem, conceitos, propriedades, 
procedimentos e argumentos que intervêm e emergem na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada?  
4- Que conflitos cognitivos foram suscitados na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
 A recolha dos dados foi efectuada através de um teste com duas questões, com 
alíneas, envolvendo o conceito de probabilidade condicionada, realizado pelos alunos 
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depois de ter sido leccionado o referido tópico. Finalmente, em termos da análise de 
dados, as resoluções apresentadas pelos alunos às questões do teste foram estudadas e 
categorizadas em relação ao tipo de resposta (correcta e incorrecta) e ao tipo de conflito 
subjacente à resposta. A análise de dados desenvolve-se numa vertente descritiva. 
 
5.2. Respostas às questões da investigação 
 De seguida, apresentamos e discutimos os principais resultados obtidos no 
estudo, tendo por referência as questões de investigação e a revisão de literatura. 
 
 5.2.1. Questão de investigação 1 
Que relação estabelecem os alunos entre linguagem, conceitos, propriedades, 
procedimentos e argumentos que intervêm e emergem na resolução de problemas 
de probabilidade condicionada?  
 Com o objectivo de dar resposta às questões formuladas, apresentamos no 
capítulo I uma síntese de propriedades e conceitos relacionados com a probabilidade 
condicionada, bem como uma sinopse das principais investigações relacionadas com a 
compreensão da probabilidade condicionada.  
 Mediante as ferramentas teóricas do EOS, (Godino, 2002; Godino, Batanero & 
Font, 2009), mais concretamente a concepção de configuração epistémica, figura 1.1, 
pudemos identificar configurações epistémicas associadas às duas questões de 
probabilidade condicionada propostas, figuras 3.1 e 3.2. Estas configurações dão-nos 
orientações para analisar as configurações cognitivas expressas pelos alunos na resolução 
das referidas questões e vão-nos permitir verificar como o objecto “probabilidade 
condicionada” emerge dos dois sistemas de práticas levadas a cabo por um aluno ao 
resolver problemas relacionados com o objecto em causa. 
 Este enfoque atribui à situação-problema matemática um papel central, sendo o 
ponto de partida que promove e contextualiza a actividade matemática. Considera-se 
que, para uma dada “pessoa”, uma situação-problema é um tipo de conjuntura que põe 
em jogo actividades de matematização, tais como descobrir possíveis soluções, encontrar 
uma notação adequada para representar as situações ou para comunicar com outras 
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pessoas, justificar ou generalizar as soluções propostas. Explora-se uma diversidade 
conhecimentos e conceitos probabilísticos envolvidos na resolução da actividade.     
 Na questão 1 pedia-se a determinação de uma probabilidade simples na alínea a); 
na alínea b), a determinação de uma probabilidade conjunta, e nas alíneas c) e d), a 
determinação de duas probabilidades condicionadas. A primeira alínea foi respondida 
correctamente por quase todos os alunos. No conjunto das três últimas alíneas, 
acentuaram-se mais as respostas incorrectas. Os resultados obtidos revelaram que, ao 
nível da linguagem, os que erraram mostraram dificuldades na leitura e interpretação dos 
dados da tabela, não utilizaram simbologia adequada para designar os acontecimentos. 
Também ao nível dos conceitos e propriedades, os alunos confundiram a probabilidade 
conjunta com a probabilidade condicionada e confundiram a probabilidade condicionada 
com a sua inversa.  
 A questão 2, em que era pedida a determinação de uma probabilidade total, foi 
respondida correctamente por metade dos alunos. As respostas erradas justificam-se pela 
confusão entre probabilidade conjunta e condicionada, de terem invertido a 
probabilidade condicionada ou por terem considerado a probabilidade total como sendo 
uma probabilidade condicionada ou uma probabilidade conjunta (estes dois últimos erros 
não foram encontrados na literatura). 
 Em termos de resultados obtidos, poder-se-á concluir que a identificação dos 
objectos matemáticos postos em jogo na resolução das duas questões e as suas relações 
primárias não foram fáceis para os alunos.  
 Tal como no presente estudo, as maiores dificuldades e erros exibidas pelos 
alunos foram também observados em estudos feitos por vários investigadores (Falk, 
1986; Totohasina, 1992; Díaz, 2007). Por seu lado, Falk (1986) menciona estudos em que 
os alunos trocam os acontecimentos da probabilidade condicionada, isto é, confundem a 
)/( BAP  com )/( ABP , denominando este erro de falácia da condicional transposta. O 
mesmo autor refere, ainda, que a linguagem corrente utilizada no enunciado dos 
problemas, por vezes, não é suficientemente precisa e, que algumas das dificuldades que 
os alunos sentem podem estar relacionadas com as dificuldades na compreensão da 
linguagem presente nos enunciados. Mas, quando escrevemos a probabilidade 
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condicionada utilizando a linguagem matemática não restam dúvidas qual é o 
acontecimento condicionado e o condicionante. 
 Observou-se que a probabilidade condicionada está intimamente relacionada com 
erros comuns na aprendizagem do aluno, tanto a nível de conceitos e propriedades: o 
aluno não aplica correctamente propriedades, axiomas e teoremas referentes às 
probabilidades, não identifica correctamente os acontecimentos e as suas probabilidades, 
não reconhece a restrição do espaço amostral, não distingue probabilidade condicionada 
e a sua inversa, não distingue probabilidade condicionada e probabilidade conjunta e não 
distingue entre acontecimentos independentes e incompatíveis; como a nível de 
procedimentos: o aluno não resolve problemas de probabilidade condicionada em 
diferentes situações, não identifica a probabilidade pedida usando notação adequada e, 
também, a nível da linguagem: o aluno não utiliza termos, expressões e notações 
simbólicas para designar os diferentes acontecimentos do problema, assim como não 
utiliza representações sob a forma tabelas, diagramas ou outras representações. 
 Os resultados do estudo revelaram que, apesar do carácter aparentemente 
simples dos problemas seleccionados, os alunos tiveram dificuldades motivadas pela 
diversidade de objectos implícitos, pela forma como estão relacionados e pela estrutura 
complexa dos processos de resolução requeridos, como se evidencia na análise das 
configurações cognitivas. 
 A interpretação subjectiva da probabilidade representa o grau de crença pessoal 
sobre a ocorrência de um determinado acontecimento aleatório. Batanero (2005) 
descreve diferentes categorias dos objectos matemáticos que caracterizam os diferentes 
significados de probabilidade considerando que uma dificuldade inicial do enfoque 
subjectivo da probabilidade é encontrar uma regra para atribuir valores numéricos para a 
probabilidade, de modo a expressar o grau de crença pessoal. 
 Este estudo permite inferir que a probabilidade condicionada é um conceito difícil 
para os alunos, dentro do tema Combinatória Probabilidades, pela complexidade de 
elementos que engloba e que o aluno tem que relacionar, bem como pelos processos 
matemáticos implícitos (Totohasina, 1992; Tarr & Jones, 1997 e Tarr & Lannin, 2005). 
Também resultados obtidos em investigações prévias, em particular Diaz e Fuente (2005) 
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e Díaz (2007), confirmam que este tipo de dificuldade não é exclusiva dos alunos, mas 
também são dificuldades conjuntamente sentidas pelos professores. Gras e Totohasina 
(1995a), consideram que o conceito de probabilidade condicionada é difícil de ensinar e 
aprender. 
  
 5.2.2. Questão de investigação 2 
Que conflitos cognitivos foram suscitados na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
 Dependendo das circunstâncias contextuais, podemos referir-nos a um objecto 
pessoal ou institucional em cada uma das categorias descritas: os problemas, linguagem, 
conceitos, propriedades, procedimentos e argumentos podem ser características de uma 
pessoa isolada ou compartilhadas dentro de uma instituição.  
 A teorização proposta por Godino (2002) e Godino, Batanero e Font (2007) 
diferencia entre significados pessoais e significados institucionais dos objectos 
matemáticos, que são dimensões independentes. A não coincidência dos pontos de vista 
pessoais e institucionais, em particular no caso dos alunos, ajudam a explicar os conflitos 
semióticos surgidos que originaram uma solução final errada.  
 O EOS assume que a aprendizagem implica uma adequação, por parte dos alunos, 
dos significados institucionais implementados. A probabilidade, entendida a partir da 
perspectiva EOS, é uma forma de pensar e actuar em Matemática caracterizada 
essencialmente por uma dialéctica entre significado pessoal e o institucional.  
 Realizou-se uma análise das funções semióticas envolvidas na resolução correcta 
dos problemas, identificando os diferentes tipos de objectos que o aluno deve aplicar no 
seu processo de resolução. Seguidamente comparamos esta solução ideal com as 
soluções apresentadas pelos alunos. A comparação da configuração epistémica dos 
problemas com a trajectória cognitiva dos alunos permitiu a identificação de conflitos 
cognitivos. Os conflitos cognitivos identificados nos processos de resolução dos alunos 
podem ser de natureza diversa: conflitos relacionados com a linguagem, com as 
propriedades, com os conceitos e com os procedimentos. 
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 A nível da cognição pessoal, a situação-problema gerou conflitos que podemos 
classificar em relação aos elementos do enfoque teórico: 
 Dificuldade em ler e interpretar dados da tabela; 
 Dificuldade em diferenciar entre probabilidade conjunta e probabilidade 
condicionada; 
 Dificuldade em diferenciar probabilidade condicionada e sua inversa. 
  Todos estes conflitos enfatizam a necessidade de ter em conta a dificuldade do 
conceito da probabilidade condicionada para os alunos. É visível a grande complexidade 
deste objecto matemático, aparentemente simples, e para o qual as imposições 
curriculares prevêem um tempo muito limitado para o trabalhar. 
 Os professores devem ganhar consciência desta problemática, dos conflitos 
cognitivos gerados aquando do ensino deste tópico. Devem, também, disponibilizar e 
adequar instrumentos necessários que façam emergir as dificuldades e se possa 
identificar os conflitos semióticos de modo a resolvê-los durante o processo de ensino- 
aprendizagem. 
 
5.3. Contribuições e limitações  
 Reflectindo sobre as conclusões e contribuições do estudo, pensamos poder fazer 
um balanço positivo da experiência realizada. Julgamos que a nossa investigação é actual, 
não só pela temática, mas também pela metodologia de análise utilizada na 
probabilidade condicionada, dado que as investigações sobre este tópico são escassas. A 
metodologia de análise semiótica mostrou-se, também, produtiva para o 
desenvolvimento da nossa investigação. 
 A nível da Didáctica da Matemática, achamos oportuno realizar uma breve 
avaliação do interesse oferecido pelas ferramentas teóricas do enfoque ontosemiótico. O 
modelo epistémico e cognitivo que caracteriza o enfoque ontosemiótico fornece 
ferramentas de análise, como as aplicadas no nosso trabalho, que permitem 
conceber/planificar e desenvolver unidades de ensino ou tópicos matemáticos adaptadas 
ao contexto, às competências e conhecimentos iniciais dos alunos e aos objectivos de 
aprendizagem pretendidos e implementados, permitido identificar e resolver os conflitos 
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semióticos que aparecem em todo o processo de ensino e aprendizagem da matemática, 
em especial no ensino da probabilidade condicionada.  
 A nível da elaboração de futuros programas curriculares, o ensino deste tópico 
deveria contemplar mais tempo do que aquele que lhe é dedicado, de modo a permitir a 
exploração de exemplos diversificados e a abordagem sistemática de diferentes 
estratégias de resolução. Pensamos que dada a complexidade do conceito de 
probabilidade condicionada e a importância que esta tem na estocástica e na vida 
quotidiana, assim como as dificuldades sentidas pelos alunos, valeria a pena conceder 
mais tempo ao seu ensino. 
 A nível de formação de professores parece-nos que seria igualmente importante 
uma formação mais profunda ao nível dos conteúdos de probabilidades e estatística. 
Sugere-se a necessidade de melhorar a educação sobre probabilidade que os futuros 
professores recebem durante a sua formação. Devem, também, ser criadas condições 
ajustadas para os professores em exercício reflectirem sobre as suas perspectivas de 
ensino, munindo esses professores de conhecimentos didácticos construídos para a 
reflexão sobre o significado dos conceitos a ser ensinados. 
 O professor, ao ensinar os seus alunos, deve estar atento e consciente desta 
problemática para melhor compreender algumas dificuldades e obstáculos durante a 
aprendizagem de um conceito tão importante como a probabilidade condicionada. 
 No entanto, também sabemos que qualquer estudo está condicionado por vários 
factores, quer internos, quer externos à investigação. Assim, apesar dos aspectos 
positivos, também nos deparamos com alguns factores limitadores e temos consciência 
que algumas opções não foram as mais acertadas e que hoje tomaríamos outras. 
Aumentar o tamanho da amostra considerada, com a qual enriqueceria a análise, o facto 
de apenas ser utilizado uma amostra com 22 alunos. Seria também importante passar 
pela realização de entrevistas aos alunos para que estes verbalizassem ou descrevessem 
os processos de resolução adoptados. 
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5.4. Sugestões para futuras investigações 
 Não temos dúvidas que outras investigações, relacionadas com o tema da 
probabilidade condicionada, seriam potenciadoras de acréscimo de conhecimentos. 
Sugerimos repetir a experiência e alargar o estudo a outros conteúdos de probabilidades 
e estatística utilizando esta metodologia, procurando encontrar indícios distintos e 
comuns com as conclusões do presente estudo.  
 Seria igualmente relevante elaborar estudos centrados nos erros que 
encontrámos neste estudo e que não são enfatizados na literatura. Ou seja, confundir a 
probabilidade total com a probabilidade condicionada ou confundir a probabilidade total 
como a probabilidade conjunta. 
 Do nosso ponto de vista, outras questões em aberto para futuras investigações 
poderiam centrar-se na formação de professores. Por um lado, seria importante estudar 
os conhecimentos matemáticos e didácticos dos professores em formação inicial ou 
exercício sobre o objecto probabilidade condicionada, para o qual seria necessário 
desenvolver instrumentos de avaliação adequados. Por outro, poderíamos 
conceber/planificar o tema dirigido à preparação matemática dos professores e futuros 
professores acerca das suas próprias concepções para ensinar probabilidade 
condicionada. 
 Finalmente, esperamos que outros investigadores se sintam tentados por esta 
linha de investigação prometedora e que o nosso trabalho tenha continuação e também 
contribua para a melhoria do ensino da probabilidade condicionada. 
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Pedido de autorização à Direcção 
Exmo. Senhor Director da 
Escola Secundária C/ 3º Ciclo de Adolfo Portela 
 
No âmbito do Curso de Mestrado em Didáctica: Área de especialização – Matemática para 
Professores do 3º CEB/Secundário, da Universidade de Aveiro, encontro-me na fase inicial de 
elaboração da dissertação de mestrado, intitulada “PROBABILIDADE CONDICIONADA: UM 
ESTUDO COM ALUNOS DO ENSINO SECUNDÁRIO”.  
Neste sentido, venho por este meio, solicitar a sua autorização para desenvolver, com a 
turma do 12ºB, um projecto de ensino e aprendizagem do tema Probabilidades e Combinatória. O 
desenvolvimento da dissertação implica a recolha de dados, que serão obtidos através de 
observação, de entrevista e de análise documental. 
Informo que esta investigação não interfere no normal funcionamento das actividades 
lectivas e os dados recolhidos não servirão para avaliar os alunos. 
Mais especificamente e de um modo muito sucinto, com este projecto pretende-se estudar 
as concepções e atitudes que os alunos, deste nível de escolaridade, têm na compreensão do 
conceito de probabilidade condicionada analisando dificuldades na resolução de problemas 
propostos. 
Quer no processo de recolha de dados, quer no relatório da investigação, comprometo-
me a garantir o anonimato em relação à identidade dos alunos e da escola e ainda a solicitar 
autorização aos Encarregados de Educação, bem como, se necessário, a implementação de aulas 
extra para não comprometer o cumprimento do programa.  
O projecto insere-se no âmbito de uma investigação individual que culminará na minha 
Dissertação de Mestrado. 
Agradecendo a sua atenção ao pedido formulado, subscrevo-me com os melhores 
cumprimentos. 
 
15 de Outubro de 2010. 
A Professora de Matemática, 
____________________________ 
(Delmira Maria Ferreira Sobreiro) 
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Pedido de autorização aos Encarregados de Educação 
Exmo(a). Senhor(a) Encarregado(a) de Educação 
do(a) aluno(a) _____________________________________N.º __ do 12º ano, turma B da Escola 
Secundária C/ 3º Ciclo de Adolfo Portela 
 
No âmbito do Curso de Mestrado em Didáctica: Área de especialização de Matemática 
para Professores do 3º CEB/Secundário, da Universidade de Aveiro, encontro-me na fase inicial de 
elaboração da dissertação de mestrado, intitulada “PROBABILIDADE CONDICIONADA: UM 
ESTUDO COM ALUNOS DO ENSINO SECUNDÁRIO”.  
Vai ser desenvolvido nesta turma, nas aulas de Matemática, uma investigação para estudar 
as concepções e atitudes que os alunos, deste nível de escolaridade, têm na compreensão do 
conceito de probabilidade condicionada analisando dificuldades na resolução de problemas 
propostos. 
Assim, solicito que autorize o seu educando a participar na recolha de dados. Por outro 
lado, os dados recolhidos serão apenas usados para efeitos do estudo a realizar e não terão 
qualquer influência nas classificações escolares dos alunos. Quer no processo de recolha de 
dados, quer no relatório da investigação, comprometo-me a garantir o anonimato em relação à 
identidade dos alunos. 
Agradecendo, desde já, a colaboração prestada de V. Ex.ª solicito que assine a declaração 
em baixo, devendo depois destacá-la e devolvê-la.  
Com os melhores cumprimentos. 
A Professora de Matemática, 
__________________________________ 
Delmira Maria Ferreira Sobreiro 
__________________________________ 
O Director 
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
Declaro que autorizo o meu educando ______________________________ a participar na 
recolha de dados, nas aulas de Matemática, com a professora Delmira Maria Ferreira Sobreiro no 
âmbito da sua dissertação de Mestrado.  
Águeda, _____ / 10 / 2010     
____________________________ 
O Encarregado de Educação
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TESTE 
1- Num centro médico realizou-se uma entrevista com um grupo de homens, 
obtendo-se os seguintes resultados: 
 
 Tem menos de 55 anos Tem mais de 55 anos Total 
Sofreu um ataque cardíaco 29 75 104 
Não sofreu ataque cardíaco 401 275 676 
Total 430 350 780 
 
Se escolhermos aleatoriamente uma dessas pessoas: 
a) Qual é a probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
b) Qual a probabilidade que tenha mais de 55 anos e tenha sofrido um ataque cardíaco? 
c) Sabendo que a pessoa escolhida tem mais de 55 anos, qual a probabilidade que tenha 
sofrido um ataque cardíaco? 
d) Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual a probabilidade que 
tenha mais de 55 anos? 
(Questão retirada da conferência Carmen Diaz no II Encontro de Probabilidades e Estatística U. Minho 2009) 
 
2- Um estudo feito a uma certa marca de iogurtes revelou que: 
 se um iogurte está dentro do prazo de validade, a probabilidade de estar estragado é 
0,005; 
 se um iogurte está fora do prazo de validade, a probabilidade de estar estragado é de 
0,65. 
Considere que, num certo dia, uma mercearia tem dez iogurtes dessa marca, dos quais 
dois estão fora do prazo. Escolhendo, ao acaso, um desses iogurtes, qual a probabilidade 
de ele estar estragado?                                                                                                                      
  (Exame nacional 2000) 
 
 
 
